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Application of integral transformations to determine the relation of sea wave

dispersion to sea level elevation

Abstract: The focus of this paper is the linear problem of gravity waves on the surface of a viscous incompressible
fluid with a constant finite depth. This problem arises when the free surface is in a state of rest and there is a finite
perturbation and a given normal pressure on it. We resolve the time evolution of the initial surface perturbation,
or the classical linear Cauchy-Poisson problem, in the presence of a uniformly vorticous shear current beneath the
surface. The solution is general, including the effects of gravity, surface tension, and constant finite depth. The
main goal of this paper is to study such a problem, which appears to be important and interesting from a
mathematical as well as a physical point of view. The problem is solved by using the Laplace and Henkel

transformations, and we get an integral solution.
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UVOD (DOTERAJSIE POZNATKY)

Feynman povedal, Ze vodné viny, ktoré kazdy 'ahko
vidi a ktoré sa pouzivaju ako priklad vin na
zakladnych kurzoch, st najhor§im moznym
prikladom. Maju vsetky komplikacie, ktoré viny
mozu mat’.

Viny na hladine oceanu st dramatickym a krasnym
javom, ktory ovplyvihuje kazdy aspekt zivota na
planéte. Na malych dizkovych mierkach vinenie
pohanané povrchovym napdtim na povrchu tychto
,vodnych vin“ ovplyviiuje dialkové snimanie
podvodnych prekazok. V strednych mierkach viny na
povrchu a rozhrani medzi vniitornymi vrstvami vody
roznych  hustét ovplyviiuji  lodna  dopravu,
morfologiu pobrezia a plavbu v blizkosti pobreZzia. Pri
vicsich dizkach moézu viny tsunami a hurikdny
sposobit’ devastaciu v celosvetovom meradle. Okrem
toho vodné vlny zohravaja kli¢ova ulohu vo
vietkych dizkovych mierkach pri zmene hybnosti a
tepelnej energie medzi oceanom a atmosférou, o zase
ovplyviiuje globalny systém pocasia a klimu. Z
matematického hladiska rovnice vodnych vin
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predstavuju vazne vyzvy pre dosledni analyzu,
modelovanie a numericki simulaciu. Klasické
problémy s vodnymi vlnami sa vicSinou rieSili za
predpokladu harmonickej oscilacie v case. Tento
predpoklad poskytuje vela vyhod v analyze daného
problému. Su vSak situécie, kedy st potrebné nejaké
zadiatoné podmienky. Najznamejsi je Cauchy-
Poissonov problém aplikovany na vodnych vinach.
Pretoze tento pristup vyZaduje zaciato¢nlii podmienku
pre zaciatoénil elevaciu a zaciatocnu hodnotu
potencialu, tak sa pre zaciatoCny impulz prijala delta
funkcia. Preto sa takyto pristup povazuje za pristup
zalozeny na fyzike.

Riadiace rovnice su Siroko akceptované a existuje
rozsiahly vyskum ich platnosti. Dokladna tedria ich
rieSeni je vS8ak mimoriadne zlozitd nielen preto, Ze
problém vodnej viny je klasickym problémom s
volnymi hranicami, kde je neznamy tvar domény, ale
aj preto, ze okrajové podmienky su silne nelinearne.
Je dobre zname, Ze samotna existencia rieSeni rovnic,
ktoré opisuju pohyb tekutin, aj ked’ neexistujii volné
hranice, je jednou z najtazsich nezodpovedanych
otazok v matematike.



Problém generovania povrchovych vin v désledku
explozie nad vodou alebo vo vode moéze byt
formulovany ako problém zaciatocnej hodnoty za
predpokladu linearnej tedrie vodnych vin. Vybuch
moéze nastat’ nad alebo pod hladinou oceanu. Ked' k
vybuchu déjde vo vode, zaciatoény stav sa berie ako
zaCiatocné posunutic (elevacia alebo depresia)
rozlozené v urcitej oblasti volného povrchu. Na
druhej strane, zaciato¢ny stav mozno povazovat za
zaCiatoCny impulzivny tlak rozlozeny na Specificku
oblast’ volnej hladiny, ked” k vybuchu dbéjde nad
vodou [1-3].

Mnohi autori sa zaoberali Cauchy-Poissonovym
problémom aplikovanym na vodnych vinach [4-8].
V naSom prispevku hladdme integralne rieSenie,
daného problému.

Na rieSenie sme pouzili Laplaceovii a Henkelovu
transformaciu [9].

Teéria integralnych transformacii ma historiu okolo
200 rokov. Teoria rozdelenia integracii vSak existuje
len 95 rokov. Niektoré tedrie rozdelenia najdete v
[12]. Autor sa pokusil rozsirit' myslienku a klasické
operacie na SirSiu oblast, kde je mozné vyrieSit’
Cauchyho problem.

20. storoCie ,,mozno pravom nazvat storo¢im
funkcionalnej analyzy*. Treba poznamenat’, Ze teoria
distribucii hra vyznamnt ulohu v sektore aplikacii
funkcionalnej analyzy. Iné pristupy k teorii distribucie
autori poskytli v [11, 13].

Dirac delta funkcia, 6(x) sa da neformalne popisat’
ako funkcia, ktorda ma v nule hodnotu nekone¢no
vSade inde nulovu.

_|(+o prex =0
ox) = {{ 0 prex+#0 (1)
Je definovana tak, ze:

d(x)dx =1,
f—oo @

J7_8(®dt = H(x),
kde H(x) je Heavisideova funkcia.

Matematicky presna definicia je, ze Diracova delta
nie je funkcia, ale distribucia.

Najskor — si
transformacie.

uvedieme definiciu  Laplaceovej

Laplaceova transformacia funkcie f (t) je oznaGovana
& a definovana ako:

L)} =f(s) = [; e f(t)dt, Res>0, (3)

kde e~5t je jadro transformécie a s je transformovana
premenna, ktora je komplexné ¢islo.

Vzhl'adom na podmienky pre f(t), jej transformacia

f(s) je analyticka v s len v polrovine, kde Re s > a.

Formalna definicia spétnej Laplaceovej transformacie
Plie:
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1 c+ico

2HF ()} = fO== [ eSf(s)ds,
c> 0.

Herman Hankel (1839-1873), nemecky matematik je
znamy pre jeho mmnoh¢ prinosy v matematickej
analyze vratane Hankelovej transformacie. Studoval

(4)

aj Besselove funkcie. Hankelova transformdcia
zahfnajuca Besselovu funkciu vznika v osovo
symetrickych ~ problémoch  formulovanych v
cylindrickych polarnych suradniciach.

1 BESSELOVE FUNKCIE

Funkcie J,(x) su rieSenia Besselovej rovnice:

x2y" +xy' + (x* —v¥)y =0, (5)

kde v > 0 je l'ubovolné realne Cislo sa tiez nazyva
rad Besselovej funkcie.

Tato  rovnicu  zaradujeme do  linearnych
diferencialnych rovnic druhého radu. Funkcie su
pomenované na pocest nemeckého matematika a
fyzika Friedricha Wilhelma Bessela, ktory ich ako
prvy riesil.

Akv =n:
17 .
Ja(x) = Efo cos(nf — xsin@) do, (6)
alebo
Ja(x) = 5= [P0 elno-xsind)gg [2] @)

Dalej si uvedieme definiciu priamej a spitnej
Hankelovej transformacie, ktora je definovana z

dvojrozmernej Fourierovej transformdcie
nasledovne:
Fif, )} =FkD =
— [ %, e (x, y)dx dy, @
FHFk D} =f(x,y) =
— [ 15 el DF (k, Dl dl, (b)
kde r = (x,y), k= (k,1).
Ak pouzijeme poléarne suradnice:
X =r.cos0, k = k.cos ¢,
y =r.5in0, l = k.sin ¢,
kde r,k€ (0,0) a#f,¢ € (0,2r) a hodnota
Jakobianu | = .
Potom:
r.k = k.r(cos¢p cosd —sin¢ sinf) =
K.rcos(6 — ¢). (8)

Oznaéme F(k.cos ¢, k.sin¢p) = G(k, p),

kde:

~iircos(O=) £ (r, 9)r dOdr .
(c)

Dalej predpokladame, ze f(r,0) =e™f(r) a

. T N
zmenou premennej 0 —¢ = a — 5 sa vzt ah (C)
redukuje na:

2m
6l p)= 2 fiTo @


https://cs.wikipedia.org/wiki/Funkce_(matematika)
https://cs.wikipedia.org/wiki/Friedrich_Wilhelm_Bessel

21r+

ffn

e m.rcos(a+¢—g)f(r)dadr

T
uc.rcos(a—;)

G (i, )= (9)

Pretoze cos (a — g) = sin«, dostaneme:
G, )=e™(#73)
f [ 27” - i(na—icr sin a)da] f(T)TdT'. (10)

Pouzmrn 1ntegrélnej reprezenentacie Besselovej

funkcie radu n, mame

G(x, ¢)=ein(¢_5) fooo ) (kr) f(r)rdr =

A (11)

kde f,(x)sa mnazyva Hankelova transformdcia
funkcie f(r), je formalne definovana:

FalO)=H{f (1} = J]" 1) Ger)f (). (12)

Podobne, pouzitim polarnych stradnic f(x,y) =
f(r,0) = e™f(r), ] = K, a inverznej Fourierovej
transformadcie mame:

emf(r) =

ifooo fOZneiK.rcos(G—qﬁ)G(K' b) kdpdx. (13)

Substiticiou  premennych 6 —¢ =—«a —% ,
dotavame :
277.’+( ) uc.rcos(— a——)
6
entfy = oy ff’——
MO+ E (1 kdadk =
2TL’+( G—E) . .
— 0 2) i(na—krsina
= pin f an_ P e da|, (14)
fo(OKdK = e™? fo K] (k) f (1) dc. (15)
Takze, spatna  Hankelova transformdcia je
definovana:
f= {0} = [ (e f()dr. (16)

2 CYLINDRICKY CAUCHY-PIOSSONOV
PROBLEM TYKAJUCI SA VLNY
NA VODNEJ HLADINE

Uvazujme vinu na vodnej hladine koneénej hibky h's
vol'nym horizontalnym povrchom pri z = 0 a 0osou z
kladne nahor. Predpokladame, ze kvapalina ma
konstantnu hustotu p bez povrchového napitia.
Povrchové viny sa vytvéraju vo vode, ktora je na
zaciatku v pokoji.

V cylindrickych polarnych stradniciach (1,6, z), st
osovo symetrické rovnice vodnej viny pre rychlostny
potencial funkciou

r,z,t. ¢(r,z,t) a pre nadmorsku vySku vodnej
hladiny plati (7, t):
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1
Vzd) = ¢rr +;¢r + ¢, =0,

0<r<ow, —h<z<0, (17)
t>0

¢,—n=0 pre z=0, t>0 (18)
¢—gn=0 pre z=0, t>0 (19)
¢, =0, pre z=-h,t>0, (20)

kde g je gravita¢né zrychlenie,

1o (r) je dana vyska vol'nej hladiny.
Rovnica (1) plati len pre opis priudenia v nestlaciteI'nej
vizkdznej tekutine. Pre vol'ny povrch st potrebné dve
okrajové podmienky (2) a (3). Je taktiez dana
linearizovand kinematickd okrajovd podmienka
vol'ného povrchu (4).
Ked'Ze ideme riesit’ zaciatocnu ulohu, predpoklada sa,
ze Specifikujeme zaciato¢né podmienky:

(.b(r; 0,0) =0a 77(7”, 0) = Tlo(’")

pre 0 <r < oo. (21)
Pouzijeme spolu Laplaceovu a Hankelovu
transformaciu nultého radu:
ok, z,8) = f e‘“dtf r

0 0
]0 (Kr)¢(r’ Z, t)dT (22)

na (1) az (4) a tak sa tieto rovnice redukujti na rovnice:

L _sii=—fo(k), z=0, (23)
S¢+gﬁ=0' Z=0'
¢,=0, z = —h,

kde 1jo(k) je Hannkelova transformdcia radu nula na
Mo (7).
Riesenia tohto systému su:

- _ gfio(k) coshk(z + h)

ok, 2,5) = = (s + w?) coshkh ’ (24
sfjo (k)

nk,s) = GZ+0?) (25)

kde:

w? = gk tanh(kh). (26)

je zname ako disperzny vztah medzi frekvenciou w a
po¢tom vin kvo vode hibky h. Fyzikalne tento
rozptylovy vztah opisuje vzt'ah medzi zotrvaénymi a
gravita¢nymi silami.

Aplikovanim  spétnej transformacie dostaneme
integralne rieSenia:
¢(r. z,t) =
J‘ K Jo Geryme () (Sln wt) coshk(z+ h) 27
g ]0 KT 770 COSh kh ) ( )



n(r,t) = Jo(kr)ny(k) cos wtdk. (28)

Tieto vinové integraly predstavuju presné rieSenia pre
¢ a n pri akomkol'vek r a t, ale fyzikdlne
charakteristiky vlnovych pohybov nimi nemozno
opisat. Vo vSeobecnosti presné urcenie integralov
jevelmi néaro¢nou tulohou. Na vyrieSenie tohto
problému je potrebné a uzitocné pouzit’ asymptotické
metody. Na wurCenie zakladnych charakteristik
pohybov vin bude stadit uréit (10) alebo (11)
asymptoticky pre vel'ké hodnoty casu a vzdialenosti
fixne danymi v tvare (r, t). Teraz prepiSeme J,(kr)
podla  asymptotického  vzorca (asymptoticky
vysledok pre Besselovu funkciu:

Jo(kr) "’\/%COS (kr—g), ak r — o)

pre kr — oo atak z(11) mame:
n(r, )~

(29)

2 r B T
EJ‘ \/Eno(k) cos (kr—z) coswtdk =
0

= \/%fow Vi (k)exp [i (a)t —kr+ %)] dk. (30)

Aplikovanim metody staciondrnej fazy na (30)
ziskavame rieSenia:

n(r, t)~

] o) coslteothy) = kv

2
kde stacionarny bod k; = % je korenn rovnice
w (k) =1
RieSenie (13) neplati, ak w”"(k;) = 0.

.
Pre dostatoCne hlboki vodu kh — oo, mozeme
disperzny vztah zapisat’ v tvare :

(31)

w? = gk. (32)
RieSenie  axisymetrického  Cauchy-Poissonovho

problému je zalozené na predpisanom zaciatoCnom
posune jednotkového objemu, ¢o znamena, ze:

Mo(r) = 5= 8(r) atedado(k) = 5 (33)

E.
Takze asymptotické rieSenie ziskame z (13) v tvare:
———cos|—],
41213 4r
Pochopenie vzajomného vztahu nadmorskej vysky a
rozptylu viny je uzito¢né pre rézne aplikacie najmi v
pobreznych a namornych sektoroch. Uvedieme
niektoré, kde je to mozné vyuzit’:

n(r, t)~ gt? >> 4r.(34)

1. Predpovedanie a modelovanie vin:

Pochopenim a popisanim rozptylovych vztahov je
ul'ah¢ené predpovedanie toho, ako by sa viny spravali
za r6znych podmienok na mori.

Vysky vin, trvanie a smer vin mozno predpovedat’
pomocou matematickych modelov zalozenych na
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rozptylovych vztahoch, ¢o je nevyhnutné pre
namornt bezpecnost’ a efektivne planovanie dopravy.
2. Dizajn a navigdcia lodi.

Udaje o nadmorskej vyske vodnej hladiny pouzivaju
konstruktéri lodi na vytvéaranie plavidiel, ktoré¢ su
bezpecné na prevadzku v roéznych vodnych
podmienkach. To zahina zohl'adnenie
manévrovatelnosti, stability a odporu vin. Udaje o
nadmorskej vyske hladiny mora st casto zahrnuté v
namornych mapach a navigacnych systémoch, aby
pomohli kapitdnom lodi a navigadtorom planovat’ trasy
a vyhybat’ sa nebezpecnym situaciam.

3. InZinierstvo na pobrezi:

Vlny a priliv a odliv m6zu mat’ negativny vplyv na
pobrezné oblasti. Pri  budovani pobreznych
ochrannych Struktur, ako st vinolamy a morské mury,
aby sa znizil vplyv vin na pobreZie a infrastrukturu, je
nevyhnutné¢ porozumiet’ nadmorskej vyske hladiny
mora.

4. Zelena energia.

Pri navrhovani a optimalizacii konvertorov energie
vin a inych systémov namornej obnovitelnej energie
zohravaji rozhodujucu ulohu rozptylové vztahy.
Udaje o nadmorskej vyske hladiny mora sa pouzivaju
na usmernenie pri budovani fariem s energiou vin
vyhodnotenim Zivotaschopnosti zachytavania energie
vin na konkrétnych miestach.

5. Monitorovanie Zivotného prostredia:

Udaje o nadmorskej vyske hladiny mora st uZito&né
na sledovanie zmien hladiny mora v priebehu Casu.
Stadium zmeny klimy, hodnotenie jej Gginkov na
pobrezné oblasti a vytvaranie planov na buduce
zvySenie hladiny mori, to vSetko zavisi od tychto
informacii.

ZAVER

Aj ked’ sa vodné viny javia ako vel'mi zlozité, mnohé
aspekty mozno pochopit pomocou relativne
jednoduchych pojmov. Matematickd analyza vodnych
vin ma viac ako 300-ro¢nii historiu. V priebehu
poslednych  dvoch  desatro¢i  dalsi  rozvoj
matematickej teérie vodnych vin pritiahol novy a
rastlici zaujem, Co viedlo k vyznamnému pokroku.

Ak chceme rekonsStruovat nelinearne viny v
pritomnosti horizontalne premenlivych pradov (napr.
cunami a prilivové vrty), tak sa potrebné d’alsie Studie.
Stale existuje vel'a naro¢nych otvorenych problémov,
ktoré st relevantné pre praktické aplikacie a stimuluju
vyvoj novych jemnych matematickych konceptov.
Jednym z nich je vyuZivanie morskych vin na vyrobu
elektriny - cistej energie pre nasu planétu. Sme
presvedceni, Ze vedeckd komunita vynalozi vsetko
svoje usilie na hl'adanie novych a d’alSich spdsobov,
ako vyuzit’ vodné viny.
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