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Parametrically modulated oscillator in the asymptotic case

Abstract: This article deals with the asymptotic solution in analytical form of some second-order linear differential
equation with time-dependent parameters. Time-periodic modulation of the parameters of the oscillatory system
can lead to interesting phenomena. The analytical solution is compared with the numerical solution obtained by the
Runge-Kutta method in the MATLAB environment. The convergence conditions of this analytical method are
discussed.
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UVOD

Vibrécie st prirodzenym javom, ktory vznikd pri
¢innosti kazdého strojného zariadenia. V praxi su
vibracie vacsinou povazované za negativny jav, ktory
je potrebné v ¢o najvicsej miere potlacit, pretoze
predstavuju zvySenu zataz pre zariadenia a si
zdrojom energetickych strat. Preto moézu viest
Kk porucham a v hrani¢nych pripadoch az k destrukcii
zariadeni, nepresnostiam vyroby, uvolfiovaniu spojov
ainym medznym stavom. Okrem toho, vibrécie
a najma nimi sposobeny hluk, taktiez predstavuju pre
¢loveka vyznamné zdravotné riziko. Tieto javy su
pritomné pri kazdom zariadeni, priCom sa nejedna len
0 stroje obsahujliice pohyblivé Casti, ale aj o statické
konstrukcie, ktoré su napr. zatazované dynamicky
alebo sa nachadzajii v dostatocnej blizkosti zdroja
vibracii.

Pri navrhu konstrukcii je mozné vykonat’ aj modalnu
analyzu, ktorej tlohou je urcit’ vlastné tvary a vlastné
frekvencie kmitania, t. j. frekvencie, na ktorych sa
ustali kmitanie systému po jeho vybudeni. Ak je
frekvencia budiacej sily dostatocne blizka vlastnej
frekvencii systému, dochadza k rezonancii - velkym
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narastom vychylky kmitania aj pri malych budiacich
silach. Rezonancné javy su nebezpecné a mézu viest’
az ku kolapsu konstrukcii. Na zéklade vysledkov
modalnej analyzy je mozné urcit, akym
prevadzkovym stavom je potrebné sa vyhnut alebo
napr. navrhnit’ modalne preladenie konstrukcie, t. j.
zmenu vlastnych frekvencii [1, 2].

Vibracie vSak nepredstavuju len negativny dej.
Existuje mnoZstvo strojov a zariadeni, ktorych princip
je zalozeny na tomto jave, ako napr. vibracné
zhutiiovace betonu, sitd, cestné valce alebo skusobné
stavy pri dynamickych skiskach. Rovnako existuju
rozne procesy, ktoré vyuzivaju vibracie, resp.
vysokofrekvencné kmitanie. Ide napr. o ultrazvukové
obrabanie, ktoré umoziuje spracovanie vel'mi tvrdych
materialov alebo o ultrazvukovi defektoskopiu, ktora
sa vyuziva na nedeStruktivne zistovanie porich
v materidloch. Vibracie a hluk st v neposlednom rade
vyznamnym ukazovatelom pri merani a diagnostike
strojov. ZvySené vibracie ahluk st prirodzenym
prejavom poskodenia alebo vSeobecne, bliziaceho sa
medzného stavu zariadenia [1, 2].

Medzi zdroje vibracii patria najmd pohyblivé casti
strojov, napr. rotujuce Casti, loziska, dotykajice sa



povrchy, ozubené kolesa ardzne iné komponenty.
Zdrojom moézu byt taktiez zatazujuce sily, napr.
impulzy sil a momentov pri Cinnosti spalovacich
motorov alebo prudiace tekutiny. Pohyblivé Ccasti
zvyCajne vykonavaju periodicky pohyb s urCitou
frekvenciou, pri ktorom vznikaja dynamické reakéné
sily, ktoré sa prenaSaju na zvySok konstrukcie
a vyvolavaju jej kmitanie.

Pri rieSeni technickych problémov sa vyuzivaji
matematické modely, ktoré popisuju skimany
fyzikalny systém. Skutocné modely st vel'mi zlozité,
pretoze je v nich zahrnuté mnoZzstvo réznych vplyvov,
ktoré si Casto stochastické alebo aj nezname.
V dosledku toho by bolo riesenie takychto uloh prilis
komplikované, resp. az mnemozné. Pri tvorbe
matematickych modelov sa preto uvazuji rdzne
zjednoduSenia, na zaklade ktorych vznikaji
aproximacie realnych systémov. Aproximované
modely teda zanedbavaju urcité javy, ¢o vyznamne
ul’ahcuje rieSenie skimanych problémov, no zaroven
kazdé zjednodusSenie sposobuje vznik nepresnosti.
Sprévna aproximacia by teda mala vo vhodnej miere
zjednodusit’ rieSeny problém, pricom ziskané
vysledky by mali byt dostato¢ne presné, aby mohli
byt povazované za relevantné [1].

1 KMITAJUCE SYSTEMY

Matematickym modelom kmitajiceho systému s
jednym stupniom volnosti je diferencialna rovnica 2.
radu, ktorej koeficienty si vo vSeobecnosti funkcie
zavislé od casu. Je to napriklad pohyb linearneho
oscilatoru s nekonstantnymi tlmiacimi a tuhostnymi
charakteristikami. Diferencialna rovnica:

i+pt)-x+qt)-x=0 1)
so spojitymi a periodickymi funkciami p(t) a q(t) sa
nazyva Hillova diferencidlna rovnica. Jej $pecialnym
pripadom je Mathieuho rovnica:

%+ [wg +e-cost]-x =0, (2)
ktora v 70. rokoch 19. storoia dostal E. Mathieu pri
studiu kmitania eliptickej membrany popisanej
parcidlnou diferenciadlnou rovnicou hyperbolického
typu [3].

Realne deje, vratane kmitania, su ¢astokrat nelinearne
aich matematicky popis vedie na nelinedrne
diferencialne rovnice, resp. systémy tychto rovnic.
V takychto pripadoch méZzeme pouzit numerické
metédy alebo tiez kombindcie numericko-
analytickych aproximacii. Okrem toho mézeme ulohu
linearizovat, ¢o sice ¢asto umozni jej analytické
rieSenie, dochadza vSak ku vzniku roznych typov
nepresnosti, ktoré toto rieSenie mézu Uplne
znehodnotit. Nelinearne fyzikalne fenomény mozu
byt popisané rovnicou s ¢asovo zavislymi ¢lenmi:

F+wi-x+e f(txx)=0. (3)
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V pripade malého parametra ¢, 0 < € < 1, sa mdzu
pri rieSeni pouZit’ zname asymptotické metody [4, 5].
Pri pouziti metédy malého parametra hl'addme

rieSenie v tvare radu.
x(t) = A(t) sin(wot + <p(t)) + e, (t) +
+e2p(t) + -+ P () + -, (4)

su  nezname

kde A(t), <P(t)’ d)l(t)! ---:¢n(t):

funkcie.
Dalsou zniamou a pouzivanou metédou je WKB

aproximdcia  (Wentzel-Kramers—Brillouin)  pre
problémy s velkym parametrom A - o Vv
diferencialnej rovnici typu:

X+ f(x,)x =0. (5)

2 ANALYTICKA APROXIMACIA

Uvazujme volné tlmené kmitanie kyvadla v pripade,
ze zaves vertikalne osciluje a tato oscilacia nech je
dana dvakrat spojito diferencovatel'nou periodickou
funkciou w. Pohybova rovnica kyvadla ma vSeobecny
tvar [3] a kyvadlo je na obr. 1.

(,‘B+C-q3+(%—%)-sin¢=0. (6)
lg
[
1] /
~
@Em
X F0=Cr[)/

Obr. 1. Kyvadlo s oscilujicim zavesom

Pre jednoduchost uvazujme vertikdlnu oscilaciu

kyvadla popisant harmonickou funkciou
s amplitudou A:
P = A-sinwt. @)

Zavedenim substitacii:
y=C/2, wi=g/l, A* = w?A/g
a naslednou linearizaciou diferencialnej rovnice (1),

vyuzitim prvého ¢lena Maclaurinovho rozvoja
sin¢p ~¢p upravime (1) do tvaru linearnej
diferencialnej rovnice:

p+2y-p+wi-(1+A sinwt) ¢ =0. (8)
Tento tvar je Specidlnym pripadom Hillovej
diferencidalnej  rovmice. Uvazujme jednoduchu
pociato¢nu podmienku:

$(0) = ¢ = q. 9)



Aby sme odstranili &len obsahujici ¢, zavedieme
substitucny vyraz:
¢ =eTy. (10)

Dosadenim vyrazu (3) a jeho druhej derivacie do (2),
mame rovnicu:

2
ji+w§(1+A*sinwt—%)y=0.

0

(11)

Predpokladajme, Ze konstanta w nadobuda dostato¢ne
velké hodnoty (w > 1). Potom mozeme hl'adat’

periodicky modulované rieSenie rovnice (4)
v analogickom tvare ako v [6]:
y = cosQt (q + 1 sin wt), (12)

kde n, Q > 0 predstavuji nezname parametre.

Zaroven tiez predpokladame, Ze n bude dosahovat’
dostatoéne mali hodnotu (1 < 1). Pociato¢na
podmienka ¢y =q je zahrnutd priamo v tvare
rieSenia  (5), ktoré vSak nezohladiiuje druht
pociatocn podmienku pre ¢,.

Pre prvu a druhu derivaciu (5) plati:

y = — qQsin Qt — nQ sin(Qt) sin wt (13)
+nw cos(t) cos wt,

y = — qQ? cos Ot — nQ2 cos(Qt) sin wt
—2nwQ sin(Qt) cos wt

—nw? cos(Qt) sin wt. (14)
Po dosadeni (6) a (7) do rovnice (4) a po naslednej
uprave dostavame:

0 = cos(Qt) [-qQ? + qwi — qy? +
+nwiA*sin?wt

+7 sin(wt) (0?2 — w? + w3 —y? (15)
ZA*

+EOI R

kde R = —2nwQsin(Qt) cos wt

predstavuje rezidualny ¢len. Pouzitim vztahu

sinwt = (1 — cos 2wt) /2, (16)

zanedbanim R a vyrazu s ¢lenom cos 2wt dostaneme
sustavu rovnic, ktorej rieSenim s nezname parametre
naf:

2
Yy ) nwA= 17
QO+ w;—y°+ 24l 0, 17)
w?A
—nQ2 — nw? + nwd —ny? + = = 0, (18)

l
Pri¢om sme uz vykonali resubstituciu A* — A.

Vyjadrenim Q? z (9) ajeho dosadenim do (10),

dostdvame kvadraticki rovnicu pre nezndmy
parameter 7:
w?A qw?A
Z—+pw? - = 19
g T l (19)

Korene tejto rovnice su:
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(20)

LY P PO
M2 = A T 1z |

Spéatnym dosadenim (12) do (9) vyjadrime parameter
Q:

w? ’ A?
Q== wg—]/z—7 1+ 1+Zl—2 . (21)

Hodnoty parametrov nasledne volime na zaklade
podmienky n,Q > 0. Aproximacia rieSenia rovnice
(2) ma vzhl'adom na (3) tvar:

¢ = e " cosQt (q + 1 sin wt). (22)
Pre Uplné pociatocné podmienky potom plati ¢pg = q
a polozime tiez ¢y = nw — qy.

Porovnanie aproximacie (14) a numerického rieSenia
je na obr. 2, ¢asové priebehy rozdielov medzi tymito
rieSeniami st uvedené na obr. 3. Vypoéty boli
vykonané pre rdzne hodnoty parametrov (variant V;
az V3), ktoré vratane pociatocnych podmienok, su
uvedené v tab. 1 a tab. 2.

Dominantny vplyv na presnost aproximacie ma
parameter w, pricom rozdiel medzi numerickym
a asymptotickym rieSenim klesa s rastucou hodnotou
w, Vsilade suvedenym predpokladom (w > 1).
Stucasne moézeme vidiet, Ze pokles tychto rozdielov
suvisi tiez s klesajicou hodnotou vypocitaného
malého parametra 7. Najvacsi rozdiel medzi
rieSeniami je v pripade variantu V; anajmensi pre
variant V.

Podrobnejsie porovnanie poskytuje obr. 3, na ktorom
st uvedené odchylky medzi rieSeniami v jednotlivych
casovych krokoch, vratane kvadratickych priemerov
(Priemer) amaxim absolutnych hodnot odchylok
(Maximum) za dany ¢asovy interval. Tu je rovnako
mozné vidiet, Ze s narastom hodnoty w dochadza
k poklesu hodnot uvedenych statistickych veli¢in.

Funkcia ¢(t), ktora je rieSenim rovnice (8) je dana
suctom dvoch zloziek, ¢4 a ¢@,, ktoré stt uvedené na
obr. 4 (pre variant V,). Zlozka ¢, popisuje pohyb
linearizovaného matematického kyvadla s timenim, s
maximom vychylky danym pociato¢nou podmienkou
q a vlastnou frekvenciou zodpovedajicou parametru
Q. Vysokofrekvencnd zlozka ¢, je vyvolana
kmitanim zavesu, s ktorym zdiel’a vlastnu frekvenciu
w. Ta ma dominantny vplyv na presnost’ aproximacie.
Zlozka ¢, je tiez ovplyvnena hodnotou malého
parametra 7, ktory je dany vzt'ahom (12). Na obr. 5 je
uvedeny fazovy portrét ststavy pre V3. Modry bod
oznacuje zaciatok a ¢erveny bod koniec pohybu.



2.48
1.68
0.88

-0.73
-1.53
-2.33

d(t) [rad]

2.31
1.58
0.84

-0.63
-1.37
-2.11

@(t) [rad]

2.08
1.47
0.85
0.24
-0.38
-0.99
-1.61

@(t) [rad]

Casovy priebeh ®(t)
V1: w =15; n =0.4246; tDD =1.75 rad; d)'o =6.15 rad/s

V3: w =50; n=0.035; d)o = 1.75 rad; (D'o = 1.53 rad/s

: \/ N 7

t[s]

Aproximacia - = = = Numerickeé riesenie

Obr. 2. Porovnanie aproximacie a numerického rieSenia

Tab. 1. Parametre ststavy Tab. 2. Vypoéitané parametre pre modelové sistavy
Volené parametre sustavy Vypocditané parametre a pociato¢né podmienky
Variant ) l (o A g Variant 7 ® bo o
Vi 15,0 2,00 0,25 0,50 10,0 V1 0,4246 3,4364 1,75 6,15
V2 35,0 4,00 0,25 0,50 10,0 V2 0,2171 3,4614 1,75 7,38
Vs 50,0 10,0 0,25 0,20 10,0 Vs 0,0350 1,2183 1,75 1,53
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Rozmer parametrov v tab. 1 a tab. 2:
oft].c [} atmLg[2]. 0[] 00 traa)
bo [rad/s],n [-]

Rozdiel medzi aproximaciou a num. rieSenim
V,: Priemer = 0.8307, Maximum = 1.5974 [rad]

NN A A
PRAAATAS

-1.9
0

T 064

=

1.92
128’:

t [5]
Vz: Priemer = 0.1885, Maximum = 0.3442 [rad]

t[s]

Vs: Priemer =0.0022, Maximum = 0.0042 [rad]

Obr. 3. Presnost’ aproximacie

Zlozky P, funkcie @
V,r w=35 n=02171; @ =175rad; @' =7.38 radls

@,(t) [rad]

9, = eVigcosqt |

Obr. 4. Zlozky aproximativneho rieSenia

Fazovy portrét v rovine @@’
Va: w = 50; n=0.035 wo =1.75rad; Q'D =1.53 radls
2.24 |

137 | §
_ 05 | Y
7 i
G
£ 037
-3
.24
211}
.2.98 T
%5 12 09 06 03 o 02 05 08 14 14 16 19

@ [rad]

® Pociatoény bod @ Koncovy bod

Obr. 5. Fazovy portrét systému
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ZAVER

Vsade okolo nas existujii rézne typy technickych
systémov. Pracovat’ s popisom realnych systémov je
vSak Casto prili§ zlozité az nemozné, preto pracujeme
s uréitymi zjednoduSeniami a vytvarame
zodpovedajlice matematické modely. Pri tvorbe
tychto modelov je nutné zanedbat niektoré
nepodstatné zlozky a naopak zachovat’ tie, ktoré st
z hladiska fungovania systému podstatné.

Modelom mnohych dejov je spojity dynamicky
systém, ktorého stav sa spojite meni v ¢ase. Podl'a
parametrov fyzikalneho modelu rozliSujeme systémy
so sustredenymi parametrami, ktoré su opisované
obyCajnymi diferencidlnymi rovnicami a systémy s
rozlozenymi parametrami, ktorych modelom su
parcialne diferencialne rovnice. Teoria a popis
dynamickych systémov su uzko previazané s tedriou
diferencidlnych rovnic a ich systémov.

Tedria diferencidlnych rovnic patri medzi klasické
partie matematiky a jej aparat je nevyhnutny pre
vedecko-technické vypocty v réznych aplikovanych
oblastiach. Poznatky 0 modeloch dynamickych ststav
su v zna¢nej miere medziodboroveé, za predpokladu,
7e su tieto sustavy popisané rovnakym modelom, a to
diferencidlnou rovnicou urcitého typu, resp.
systémom diferencialnych rovnic.

Diferencialne rovnice, ktoré st matematickym
modelom kmitajacich sustav dokazeme rieSit
analyticky len v pripade rovnic s konStantnymi
koeficientami a bez nelinearnych clenov, ktoré
nemozno zanedbat. RieSenie nelinearnych sustav
znaéne komplikuje skutocnost, Zze vich pripade
neplati princip superpozicie. VSeobecny postup
analytického rieSenia tychto rovnic neexistuje, preto
je nutné volit’ r6zne druhy zjednoduseni, zanedbanie
roznych typov a prejavov nelinearit, prip. povazovat
nelinearity za slabé poruchy prislusného linearneho
systému. SO vypracované urlité aproximativne
a asymptotické metddy pre rieSenie diferencialnych
rovnic, ktoré nie st linearne, resp. nemajt konstantné
koeficienty.

Niektoré priblizné analytické metody poskytuju
pomerne dobré aproximdcie rieSeni nelinearnych
diferencialnych rovnic, no vel'akrat sme odkazani len
na numerické algoritmy. Tie si do znacnej miery
spolahlivé, av§ak neumoziiuju nam globalny pohlad
na spravanie nelinearnych systémov. Perspektivny
a mozny je prave kombinovany pristup numericko-
analyticky. Stidium nelinearnych systémov je
perspektivnou oblastou aplikovaného vyskumu, ktora
V sicasnosti zaznamendva znaény r1ozvoj, pricom
nelinearna dynamika a nelinearne dynamické systémy
si neoddelite'nou stiCastou inzinierskej praxe (pozri
napr. prace [7, 8])

V nelinearnych ststavach vznikaji a st pritomné
fenomény, ktoré v sustavaich modelovanych



linearnymi  diferencialnymi rovnicami nemoézu
existovat, napr. chaos, bifurkacie rieseni,
subharmonické a ultraharmonické kmity, solitonové
rieSenia vinovych rovnic a pod. [9].
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