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Kinematic analysis of parallel mechanisms using Screw theory

Abstract: The aim of this paper is to summarise the mathematical basics of the Screw theory and its application in
mechanics. The paper provides methodology for finding the degrees of freedom of the effector, as well as for
determining its mobility. Furthermore, we give an input-output equation for velocities for the parallel mechanism,
that allows to obtain the velocities of the effector and also of the actuated kinematic couples. These algorithms are
applied to a planar parallel 3-RTR mechanism where we determine the degrees of freedom and mobility of the
moving platform. We determine the input-output equation for velocities, and based on this we investigate the

singularities of the moving platform.
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UvoD

Vypoctové metddy v robotike zohravaji cCoraz
vyraznej$iu ulohu, ato predovsetkym z dovodu
neustale narastajucej zlozitosti robotickych zariadeni,
poziadaviek na presnost’ a stabilitu riadenia pohybu,
predikciu vlastnosti eSte vo faze navrhu, a podobne.
Takéto ulohy nie je mozné vykonavat’ bez detailného
poznania kinematiky adynamiky robotickych
zariadeni, ¢i uz so sériovou, alebo paralelnou
kinematickou Strukttrou. Na kinematickt
a dynamicku analyzu mechanizmov sa v sucasnosti
vyuziva niekol’ko overenych pristupov, ako napriklad
formulacia pohybovych rovnic a opis kinematickej
Strukthry na zaklade Denavit-Hartenbergovej notacie,
s vyuzitim FEulerovych uhlov, apodobne. Mnohé
ztychto metdd maji velmi dobré uplatnenie
v mechanizmoch  so  sériovou  kinematickou
Struktarou. Na druhl stranu, pri mechanizmoch
s paralelnou alebo hybridnou $truktirou nie sme vzdy
schopni tymito konvencnymi pristupmi dospiet
k spol'ahlivému rieseniu.

Jednou z metod na riesenie Kinematiky mechanizmov
je aj Screw theory (v preklade Teoria skrutiek). Tato
teoria poskytuje matematické nastroje na rieSenie
mnohych Uloh - od vySetrovania pohyblivosti
mechanizmov, rieSenia priamej a inverznej tlohy pre

59

rychlosti, odhalovania singularnych poldh az po
zohl'adnenie redundantnych aktuatorov.

Zaklady Screw theory boli poloZzené uz v polovici 19.
storoCia pracami M. Chaslesa a L. Poinsota, ktori dali
do suvisu vSeobecny pohyb telesa so skrutkovym
pohybom. Na zaklade toho uviedli tiez analogiu
medzi pojmami translacie a vektora sily arotacie
a momentu sily. Na ich prace nadviazal J. Pliicker.
Jeho prinosom je najmi zadefinovanie homogénnych
suradnic pre priamky, pretoze priamky moZeme
chapat’ ako Specialny typ skrutky [1]. Pliickerove
vysledky z oblasti geometrie priamok vyuzil Ball vo
svojej rozsiahlej praci venovanej Screw theory
a publikovanej pod nazvom The Theory of Screws
v roku 1876. Zadefinoval pojem bazickych skrutiek,
prostrednictvom ktorych bolo mozné popisat’
lubovolné posunutie telesa. Takmer subezne sa
oblastou skrutiek z hladiska ich matematického
chapania zaoberal W. Clifford, ktory ako prvy zapisal
skrutku v tvare dualneho vektora pripominajiiceho
svojou podobou komplexné isla.

Obdobie rozvoja Screw theory konéi na prelome 19.
a 20. storocia. Po obdobi utlmu bola znovuobjavena
az v polovici 20. storo¢ia K. H. Huntom. Problematike
Screw theory ajej aplikicii pri analyze sériovych
a paralelnych mechanizmov sa venoval v mnohych



¢lankoch ako aj v monografiach (Mechanisms and
Motion, Kinematic Geometry of Mechanisms, Robots
and Screw theory: Applications of Kinematics and
Statics to Robotics). Na tieto prace nadviazali mnohi,
ktori pokracovali V rozvijani teoretickych zékladov,
napr. [2, 3], avsicasnosti je Screw theory
vyuzivanym ndstrojom pre rieSenie kinematiky
sériovych [4, 5], ale najméi paralelnych mechanizmov
[6-10].

1 MATEMATICKY KONCEPT SCREW
THEORY

Vtejto casti si  ozrejmime zékladné pojmy
matematického aparatu Screw theory. Zadefinujeme
pojem skrutky (screw) ako dualneho vektora, jej
charakteristiky, ako aj operacie so skrutkami.

1.1 Skrutka, priamkovy vektor, dvojica

Skrutkou (screw) $ nazyvame usporiadanti dvojicu
vektorov s,s® € R3, zapisani Vtvare duélneho
vektora

$=(ss°). (1)
Vektor s predstavuje smerovy vektor osi skrutky.
Stapanie skrutky (pitch):
=2 @
- s's

je Cciselna charakteristika skrutky. Operacia ,,-*
predstavuje skalarny sucin vektorov.

V $pecialnom pripade, ak h = 0, takato skrutka sa
nazyva priamkovy vektor alebo tiez Pliickerove
suradnice priamky. Dualny vektor s® predstavuje
moment priamky ku zaciatku sturadnicovej ststavy
aje definovany ako vektorovy sucin smerového

vektora s priamky apolohového vektora r
I'ubovolného bodu priamky
s =rxs. (3)

Primarna a duélna ¢ast’ priamkového vektora spiiiaji
podmienku ortogonality

s-s%=0. (4)
Ak je stupanie skrutky h = oo, takito skrutku
nazgvame dvojica (couple) aoznaCujeme ju
$ = (0,s) za podmienky, Zze s # 0. [11] Dvojica je
teda skrutka s nekonecnym stipanim, ktorej os ma
dany smer, ale 'ubovol'né umiestnenie v priestore.

1.2 Operacie so skrutkami
Na mnozine skrutick mame definované nasledujice
operacie:
Nech $=(s,5°),$; = (s1,59), $2=(s2,5%) su
lubovolné skrutky anech A€ R. Potom Sucet
skrutiek [12]:

$1+$, = (51,57) + (s2,8%) =

= (51 + 52,59 +59).

()
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Nasobenie skrutky skalarom [12]:
2$ = A(s, %) = (15,1 5°).
Vysledkom tychto operacii je opat’ skrutka.

Okrem uvedenych operacii definujeme pre skrutky
este operaciu reciprocného nasobenia.

Nech $; = (s1,5y), $, = (s2,83) sa Tubovolné
skrutky. Potom operaciu ,,o%, definovanu ako:

— 0 0) _ 0 0
$108, = (s1,57) © (52,52) = 5157 + 5553, (7)
nazyvame recipro¢ny sucin skrutiek [11]. Maticovy
tvar recipro¢ného sucinu je:

(6)

$1 ° $2 = $1 A $T, (8)

kde A je stvorcova matica rozmeru 6x6 v tvare:
0 I

a=[; o ©

Matica I je jednotkova matica a 0 je nulova matica,
obidve s rozmerom 3x3. Vysledkom recipro¢ného
sucinu dvoch skrutiek je skalar.

Dve skrutky $; =(s1,57), $,=(s2,53) sa
nazyvaju reciprocné, ak plati:
$10%,=0. (10)

Uvazujme skrutku $ = (I,m,n|p,q,r). Suradnice
primarnej a dualnej Casti reciproénej skrutky $"

pl+gm+r.a+lp+mg+ni=0. (11)
Nakol’ko mame Sest’ neznamych a len jednu rovnicu,
bude existovat 0o rieSeni. M4 viak zmysel uvazovat’
len line4rne nezavislé rieSenia, ¢im sa pocet zredukuje
na pat’ skrutiek. Navyse pre recipro¢né skrutky plati,
Ze su to jednotkové skrutky, t. j. ich primarna Cast’ je
jednotkovy vektor. Pre jednoduchSiu interpretaciu
najdenych reciproénych skrutick si  zname
podmienky reciprocity niektorych dvojic skrutiek:

e dva priamkové vektory st reciproéné vtedy a len
vtedy, ak lezia v jednej rovine,

e dve dvojice su vzdy recipro¢né,

e priamkovy vektor a dvojica s reciprocné jedine
vtedy, ak st na seba kolmé [11].

1.3 Linearna zavislost’/nezavislost’ skrutiek

Podobne ako v pripade vektorov moézu byt aj pre
skrutky ako dualne vektory definované vztahy
linearnej zavislosti, resp. nezavislosti.

Hovorime, ze skrutky $;(s1,59),$; = (s2,59),
s $n = (Sn, 83) st linedrne nezavislé, ak:
1%+ 8+ Sy = cl(sl,stl’) +

c2(52,8%) + -+ + cu(sn,5%) = (0,0)  (12)
prave vtedy, ked’ realne koeficienty c;,c5, ..., ¢, st
vSetky stiCasne nulové. V opa¢nom pripade hovorime,

ze skrutky su linedrne zavislé. Vzhladom k tomu, Ze
skrutka ako dualny vektor ma Sest suradnic,



V trojrozmernom priestore existuje maximalne Sest
linearne nezavislych skrutiek [11]. Pri rieSeni ulohy
0 linearnej (ne)zavislosti  skrutieck postupujeme
rovnako ako pri rieSeni obdobnej ulohy pre vektory.

2 SCREW THEORY V MECHANIKE

Akukol'vek zmenu polohy tuhého telesa v priestore je
mozné dosiahnut’ rotaciou telesa okolo nejakej osi
anaslednym posunutim v smere danej osi. Pri
subeznej realizacii tychto dvoch pohybov sa nejedna
oni¢ iné ako opohyb telesa po drahe v tvare
skrutkovice [13]. V tejto casti zadefinujeme pojem
pohybovej a silovej skrutky, ktoré umoziuju prepojit’
pojem skrutky z predchadzajucej casti S pojmami
rychlosti, sily a momentu sily. Budeme sa tiez
venovat' jednotlivym vdzbam telesa v priestore
vyjadrenym prave pomocou skrutiek.

2.1 Pohybova skrutka

Uvazujme tuhé teleso, ktoré rotuje v priestore okolo
osi danej smerovym vektorom s uhlovou rychlost'ou
w. Ak vyjadrime os rotacie ako priamkovy vektor,
potom mozeme rotaény pohyb telesa popisat
priamkovym vektorom uhlovej rychlosti ako

w$ = w(s,s%) = (w, ws?). (13)
Druha zlozka priamkového vektora (13):
wSg =w(Trxs)=rx(ws)=rxw=v, (14)

predstavuje relativnu rychlost’ zaciatku suradnicovej
sustavy O vzhl'adom k jej kolmému priemetu na os
otacania. Preto mdzeme rotacny pohyb tuhého telesa
vyjadrit’ jeho pohybovym stavom, resp. pohybovou
skrutkou (twist) v tvare:

w$ = (w,vy). (15)
Ak os rotacie prechadza zaciatkom suradnicovej
sistavy, tvar pohybovej skrutky je w$ = (w,0),
nakol’ko polohovy vektor - je vV tomto pripade nulovy
vektor [11].

Uvazujme teraz tuhé teleso, ktoré sa pohybuje
posuvnym pohybom s rychlostou v v smere vektora
s. Vektor okamzitej rychlosti mdzeme vyjadrit’ ako:
(16)
Pri posuvnom pohybe kazdy bod tuhého telesa opisuje
rovnak trajektoriu. To znamena, ze ak premiestnime
v priestore vektor s rovnobezne s jeho pévodnym
umiestnenim, vektor rychlosti v sa nezmeni.
V skrutkovom vyjadreni ide o dvojicu Vv tvare
$ = (0,s). Teda pohybovy stav telesa pri posuvnom
pohybe zapiseme ako:

v$ =v(0,s) = (0,v). @17
Na posuvny pohyb je mozné nazerat’ aj ako na rotacny
pohyb okolo osi kolmej na s, ktora lezi v nekone¢ne,
¢o opédt’ implikuje zapis skrutky v tvare dvojice [11].

Vseobecny pohyb mdzeme =zapisat ako sucet
posuvného arotatného pohybu. V skrutkovom

VUV =7US.
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vyjadreni s vyuzitim (13) a (17) mbézeme pohybovy
stav telesa zapisat’ ako:

w$ +v$ = (w,ws®) + (0,vs) =

18
= (w, ws® + vs). (18)
Stipanie pohybovej skrutky:
v
h=— 1
. (19)

Je dané ako podiel posuvnej rychlosti tuhého telesa
pozdlz osi skrutky auhlovej rychlosti telesa
rotujuceho okolo osi skrutky [14].

2.2 Silova skrutka

Analogicky ako v pripade pohybovej
moézeme aj silu amoment sily zjednotit
spolo¢ného zapisu pouzitim vhodnej skrutky.
Nech na teleso pdsobi sila f v smere vektora s, potom
vektor posobiacej sily mozeme zapisat® ako fs.
Zaroven posobenim sily f vznika v telese moment
sily My vzhl'adom k zagiatku suradnicovej ststavy,
vyjadreny ako:

My=rxf=rxfs=f(rxs)=fs (20)
Potom pdsobenie sily v smere vektora s mdzeme
zapisat’ pomocou skrutky v tvare:

(f, Mo) = (fs,fs°) = f(s5,5°) = f$. (21)
Teraz uvazujme, Ze na tuhé teleso pdsobia dve
rovnobezng¢, rovnako velké, opacne orientované sily
f1 af,. Uginkom tychto sil vznika moment dvojice
sil M, ktory posobi v smere vektora s kolmo na rovinu
posobiacich sil f;, f,. Posobenie dvojice sil mdzeme
v skrutkovom vyjadreni zapisat’ ako M (0, s).

skrutky
do

Ak na tuhé teleso pdsobi sustava sil a momentov sil,
mdzeme to zapisat’ ako poOsobenie vyslednej sily
a vysledného momentu sil pomocou silovej skrutky
(wrench) v tvare:

f$=f(s,5°) = (f,M°) = f(s,s0 + hys), (22)
kde hy predstavuje stiipanie silovej skrutky, dané ako

podiel momentu sil pdsobiacich v smere osi
skrutky a vyslednej posobiace;j sily [14].

3 POHYBLIVOST MECHANIZMU

Pohyblivost’ telesa predstavuje pocCet nezavislych
pohybov, ktoré moze teleso vykonat’. Vol'né teleso ma
Vv priestore Sest’ stupiiov volnosti. Vo vicSine
pripadov je vSak teleso spojené s okolim
geometrickymi vdazbami, ktoré jeho pohyblivost
znizuju v zavislosti od druhu vézby. Pri uvolfiovani
vizby ju nahradzame reak¢nou silou, resp. reakénym
momentom sil v zavislosti od toho, ¢i odobera
translacné alebo rota¢né stupne vol'nosti.

Pre urCenie pohyblivosti mechanizmu pomocou
skrutiek vyuzivame recipro¢ny sac¢in skrutick (7).
Reciproény su¢in silovej a pohybovej skrutky
predstavuje  okamzita pracu v dosledku sily



poOsobiacej na pohybujuce sa teleso. Vizbové sily
(momenty sil) vSak pri svojom pdsobeni na teleso
neindukuju ziadnu pracu, t. j. recipro¢ny sucin takejto
skrutky s pohybovou skrutkou je nulovy. Bez ohl'adu
na velkost’ takto pdsobiacej sily sa pohybovy stav
telesa nemeni. Ak skrutka $ uréuje volny pohyb
telesa, potom reciproéna skrutka $" reprezentuje
vizbu (silu alebo moment) vzhl'adom na odobraty
stupefi volnosti. Naopak, ak $ predstavuje vézbu,
potom $" reprezentuje pohyb, ktory telesu vézba
umoznuje [11].

Uvazujme teraz tuhé teleso, ktoré je spojené
geometrickou vézbou s mechanizmom, pricom tato
viazba telesu odobera j stupnov volnosti, j < 6.
Mnozina vSetkych linearne nezavislych pohybovych
skrutiek popisujtcich pohyby, ktoré dana vizba telesu
umoziuje, nazyvame pohybovy systém telesa S,,.
Mnozinu vSetkych linearne nezavislych skrutiek,
ktoré su sucasne reciprocné ku vsetkym skrutkam
pohybového systému S,,, nazyvame reciprocny
silovy systém S®. Plati, ze sucet volnych pohybov
a vézieb je vzdy Sest’, preto:

dim(S,,,) + dim(S®) = 6. (23)
Ku kazdému reciproénému silovému systému SR
vieme priradit’ viizbovy pohybovy systém S, ktory
obsahuje v skrutkovom vyjadreni pohyby obmedzené
danou geometrickou védzbou. Pre vizbové pohybové
skrutky viazané na vézbové silové skrutky plati: ak
silova skrutka je $" = (s, s¢ + hs), potom pohybova
skrutka, vyjadrujuca pohyb obmedzeny vizbou $7, je
dana ako [14]:

$¢ = (s, so + %s) (24)

V nasledujicej Casti si popiSeme jednotlivé typy
vizieb telies v priestore pomocou pohybovych
skrutiek avizieb, ktora sia vo forme knim
reciprocnych skrutiek. Pre jednoduchost’ uvedieme
len vizby s jednym stupiiom vol'nosti.

3.1 Rota¢na vizba

Uvazujme dva cleny spojené rotacnou vézbou.
Pravouhlu suradnicovu sustavu zadefinujeme podla
obr. 1.

N

/y

Obr. 1. Siradnicova sistava definovana pre rotaénu
vizbu [14]
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Os x zodpoveda osi kibu. Potom pohybova skrutka
vyjadrujica vol'ny pohyb je dana:
$=(1,0,0]/0,00). (25)
Vizby dané ako reciprocné silové skrutky tvoria
recipro¢ny systém obsahujuci pat skrutiek v tvare:

$7 = (1,0,0/0,0,0),

$2 = (0,1,0[0,0,0),

$% = (0,0,1/0,0,0), (26)
%= (0,0,010,1,0),

$t = (1,0,0/0,0,1).

$7 predstavuje silu posobiacu vsmere osi x, $5

predstavuje silu pdsobiacu vsmere osi y, $%

predstavuje silu posobiacu vsmere osi z, $}

predstavuje moment sily vzhladom k osi y a $i
predstavuje moment sily vzhl'adom k 0si z.

Pohybové skrutky prisliichajice k silovym vézbovych
skrutkam st

$¢.. = (0,0,0/1,0,0),

$¢, = (0,0,0/0,1,0),
$¢3 = (0,0,0/0,0,1), (27)
$¢.. = (0,1,0]0,0,0),
$¢s = (0,0,1]0,0,0).

$C¢,, predstavuje posuvny pohyb v smere osi x, $¢,,
predstavuje posuvny pohyb vsmere osi y, $53
predstavuje posuvny pohyb vsmere osi z, $%,
predstavuje otoGenie okolo osi y a $S < predstavuje
otocenie okolo 0si z [14].

3.2 Posuvna vizba

Uvazujme dva c¢leny spojené posuvnou vézbou.
Pravouhli suradnicovu sustavu zadefinujeme podla
obr. 2. Smer posunu je definovany v smere osi x.
Potom pohybova skrutka vyjadrujica vol'ny pohyb je
dana

$=(0,0,0/1,0,0). (28)

O\y
/

Obr. 2. Stiradnicova siistava definovana pre posuvni
viizbu [14]

X

Vizby dané ako recipro¢né silové skrutky tvoria
recipro¢ny systém obsahujuci pét skrutiek v tvare:



$7 = (0,1,0/000),
$7 = (0,0,1/0,0,0),
$% = (0,0,0]1,0,0), (29)
r = (0,0,0]0,1,0),
$T = (1,0,0/0,0,1).

1 predstavuje silu v smere osi y, $% predstavuje silu
v smere 0si z, $5 predstavuje moment sily vzhl'adom
k osi x, $}, predstavuje moment sily vzhI'adom k osi y
a $¢ predstavuje moment sily vzhl'adom k 0si z.

Pohybové skrutky prislichajice k silovym vézbovych
skrutkam st:

$¢. = (0,0,0]0,1,0),

$¢, = (0,0,0/0,0,1),
¢s=(1,0,0/0,0,0), (30)
$¢. = (0,1,0]0,0,0),
$¢< = (0,0,1]0,0,0).

$C ., predstavuje posuvny pohyb v smere osi y, $¢,
predstavuje posuvny pohyb vsmere osi z, $5;
predstavuje otodenie okolo osi x, $5, predstavuje
otogenie okolo osi y a $5: predstavuje otoGenie
okolo osi z [14].

3.3 Skrutkova vizba

Uvazujme dva ¢leny spojené skrutkovou vézbou so
stupanim h skrutky. Pravouhlu suradnicovu sustavu
zadefinujeme podla obr.3. Os x zodpoveda osi
skrutky. Potom pohybova skrutka vyjadrujtica vol'ny
pohyb je dana:

$=(1,0,0/h0,0). (31)

Obr. 3. Stiradnicova sustava definovana pre skrutkova
vizbu [14]

Vizby dané ako recipro¢né silové skrutky tvoria
recipro¢ny systém obsahujuci pat’ skrutiek v tvare:

$ = (1,0,0] —h,0,0),

$5 = (0,1,0/0,0,0),

$7 = (0,0,1/0,0,0), (32)
r = (0,0,0]0,1,0),

$T = (1,0,0/0,0,1).
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1 predstavuje silovi skrutku so stapanim —h v smere
osi x, $, predstavuje silu vsmere osi y, $%
predstavuje silu v smere osi z, $}, predstavuje moment
sily vzhl'adom k osi y a $% predstavuje moment sily
vzhl'adom k 0si z.

Pohybové skrutky prisliuchajtce k silovym vézbovych
skrutkam si:

¢ =(10,00-1,0),

$¢, = (0,0,0/0,1,0),
$¢5 = (0,0,0/0,0,1), (33)
¢,= (0,1,0]0,0,0),
¢<=(0,0,1]0,0,0).

$¢ ; predstavuje skrutkovy pohyb v smere osi x, $<,,
predstavuje posuvny pohyb vsmere osi y, $5;
predstavuje posuvny pohyb vsmere osi z, $5,
predstavuje otoGenie okolo osi y a $S < predstavuje
otocenie okolo 0si z [14].

3.4 Urcenie pohyblivosti mechanizmu

Pri uréeni pohyblivosti prostrednictvom Screw theory
formulujeme vézbové rovnice. Uvazujme s€riovy
kinematicky retazec tvoreny h kinematickymi
dvojicami. Ako uvadzaju Amine et al. [15], pohybovy
systém sériového kinematického retazca je dany ako
zjednotenie pohybovych skrutiek kinematickych
dvojic:

Sm = Uiz $i, (34)
viazbovy silovy systém je naopak dany ako prienik
vizbovych skrutiek $7:

Pohybovy systém paralelného kinematického retazca,
ktory je tvoreny g sériovymi vodiacimi ret’azcami, je
dany ako prienik pohybovych systémov vodiacich
retazcov:

Sm = ngzlsm (36)
viazbovy silovy systém je dany ako zjednotenie
viizbovych systémov SX:

SR = UL, S~ (37)
Zjednotenie skrutiek urc¢ime len ako zjednotenie
mnoziny prvkov svyli¢enim linearne zavislych
skrutiek, prienik mnoziny skrutiek uz je
komplikovanejsi. Preto pri urceni pohyblivosti
paralelného mechanizmu postupujeme tak, Ze kazdej
kinematickej dvojici v sériovom retazci priradime
pohybovi skrutku. UrCime pohybovy systém
sériového refazca ako zjednotenie tychto kibovych
skrutiek (34). Najdeme védzbovy silovy systém
ret’azca ako rieSenie recipro¢nej ulohy k pohybovému
systému (11). Postup zopakujeme pre vsetky sériové
vodiace retazce paralelného mechanizmu. Ur¢ime
viazbovy silovy systém mechanizmu ako zjednotenie

L"



viazbovych silovych systémov jednotlivych retazcov
(37). Pohybovy systém mechanizmu potom ziskame
ako rieSenie reciprocnej ulohy (11) k vézbovému
silovému systému mechanizmu.

4 KINEMATICKA ANALYZA
Neoddelitelnou sucastou analyzy mechanizmu je
jeho kinematicky model, ktory je nevyhnutny jednak
pre rieSenie jeho dynamickej strdnky, ako aj pre jeho
riadenie a simulaciu. Ulohou kinematickej analyzy je
zadefinovat’ priebeh polohy a orientacie koncového
efektora v ase, jeho rychlost’ a zrychlenie, pripadne
dalSie vyssie derivacie polohy.
V ramci kinematiky rozliSujeme $tyri zakladné ulohy:

e priama uloha pre polohu,

e inverzna tloha pre polohu,

e priama uloha pre rychlosti,

e inverzna Uloha pre rychlosti.

Pri priamej tlohe pre polohy je potrebné na zaklade
znalosti  vzajomnej polohy  (tzv.  kibovych
premennych) ¢lenov robota urcit’ polohu koncového
efektora. Vzajomna poloha ¢lenov sériového robota je
urcend ich vzdialenostami a uhlami ich osi; v pripade
paralelnych robotov si to dizky &lenov ich ramien,
respektive vzajomné usporiadanie ramien. Inverzna

uloha postupuje opacne: zo znamej polohy
aorientdcie koncového efektora mame urcit
topologiu  jednotlivych  ¢lenov  mechanizmu.

Analogicky, priama tuloha pre rychlosti znamena
urcit’ rychlost’ koncového efektora pre zname hodnoty
relativnych rychlosti jednotlivych ¢lenov
mechanizmu. Pri inverznej tlohe naopak hl'adame
rychlosti ¢lenov mechanizmu za podmienky, Ze
pozname rychlost koncového efektora. Priama
ainverzna uloha pre rychlosti sa mdze javit ako
zbytoCna, pretoze rychlosti moézeme ziskat' ako
derivacie polohy, t. j. derivovanim tlohy pre polohy.
Na rozdiel od ulohy pre polohy st vSak ulohy pre
rychlosti omnoho jednoduchsie riesitel'né [16].

4.1 Uloha pre rychlosti

Uvazujme otvoreny kinematicky retazec tvoreny
¢lenmi oznacenymi j,j+1,j+2,. m—2, m—1,
m, ktoré su navzajom spojené skrutkovymi vézby,
kde X$*+1 yyjadruje skrutkova vizbu medzi ¢lenmi

k a k + 1. Potom rychlost’ ¢lena m vzhl'adom na ¢len
J vypocitame ako:
Jym = :

..... (38)

Ak stotoznime j-ty Clen sbazou sériového robota
am-ty ¢len s jeho koncovym efektorom, dostavame
rovnicu pre vypocet relativnej rychlosti koncového
efektora v skrutkovom tvare [12]. Zaroven sme
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ziskali rieSenie priamej ulohy pre rychlosti
v sériovom  mechanizme.  Vysledni  rychlost’
koncového efektora potom uréime na zaklade jednej
polohy robota (vektorov osi rotanych vézieb
a smerov posunutia translacnych vézieb) a znalosti
relativnych rychlosti jeho ¢lenov [16]. Po zapise
rovnice (38) v maticovom tvare:

(' =10 (39)
kde:

J= ((0$1)T (1$2)T (n_1$”)T) (40)
je Jacobiho matica (jakobian) a:

Q= (w0,1 W12 W23 ... mn—1,n)T (41)

je vektor relativnych rychlosti, mézeme najst’ aj
rieSenie inverznej ulohy pre rychlosti. Rovnicu (39)
vynasobime zlava inverznou maticou J -1
¢im ziskame vyjadrenie vektora relativnych rychlosti
(42) v tvare:

Q= 1_1(;:%V")T- (42)

V pripade paralelného mechanizmu musi platit, ze
relativna rychlost’ pohyblivej platformy, ktora teraz
reprezentuje koncovy efektor, musi byt rovnaka, nech
ju spocitame podla (39) cez ktorykol'vek jej vodiaci
retazec. Problematickym sa ale javi skutoc¢nost, Ze
niec vSetky kinematické dvojice v paralelnom
mechanizme su riadené. Pasivne kinematické dvojice
vrovnici  (39) eliminujeme tak, Ze rovnicu
vynasobime skrutkou sii¢asne reciprocnou k vsetkym
skrutkam pasivnych dvojic. Tento postup zopakujeme
pre vSetky vodiace retazce, vd’aka comu dostdvame
sistavu rovnic, Ktorej maticovy tvar je:

AAVP = BQ,, (43)
kde:

A= [$F $5 $5 $§ $& $€] (44)
je matica recipro¢nych skrutiek ku skrutkdm

pasivnych kibov v jednotlivych vodiacich retazcoch,
A je operator polarity definovany v (9):

B =diag[$f  $5,, $5 0 $4,, $5 0 %4, $5 84,

$R 0%, , $BoS,] (45)
je diagonalna matica koeficientov a:

T
ﬂa == [wal, waz, wa3; wa4p wasl wa6] (46)
je  vektor relativnych  rychlosti  aktivnych
kinematickych  dvojic  jednotlivych  vodiacich

retazcov ( vyjadrenia (44), (45), (46) su zapisané pre
paralelny mechanizmus so 6 aktuatormi). [3, 12, 17]
Ak ma matica AA inverzni maticu, po vyndsobeni
rovnice (43) inverznou maticou (AA)~! dostavame
rieSenie priamej ulohy pre rychlosti. Ak existuje
inverzna matica k matici B, po vynasobeni rovnice
(43) maticou B~ dostavame rieSenie inverznej ulohy
pre rychlosti.



4.2 Singularity

Neoddelitelnou stcastou kinematickej analyzy je
urCenie, tzv. singularnych poloh. Robot sa nachadza
v singularnej polohe, ak koncovy efektor straca jeden
alebo viac stupiiov volnosti [18]. Singularity
v sériovom mechanizme uréujeme prostrednictvom
Jacobiho matice (40) z rovnice rychlosti (39). Robot
je vsingularnej polohe, ked” sa znizi hodnost
Jacobiho matice, t. j.:

det(J) =0, 47)
respektive:
det(J7])=0 (48)

V pripade, zZe matica J nie je Stvorcova.
Pre paralelné mechanizmy urCujeme singularne
polohy z rovnice (43). Rozlisujeme tri typy singularit,
ato
¢ singularity 1. druhu - matica B je singularna,
e singularity 2. druhu - matica AA je singularna,
e singularity 3. druhu - obe matice AA aB su
singularne [3, 12].

5 KINEMATICKA ANALYZA
VYBRANEHO PARALELNEHO
MECHANIZMU

Uvazujme planarny paralelny mechanizmus, kde
pohybliva platforma je ku baze pripojena tromi
vodiacimi retazcami typu RTR (obr. 4).

Obr. 4. Planarny paralelny mechanizmus
Urcime pohyblivost’ mobilnej platformy.
Umiestnenie siradnicovej sustavy je na obr. 5.

Z/

SN
>
X

Obr. 5. Stiradnicova ststava pre planarny mechanizmus

65

Os y je kolma na rovinu xz, orientovana v zmysle
pravidla pravej ruky. DIzky jednotlivych ¢lenov st:

|A0A1| =1L |A0A2| =L, |AoBo| =Ls
|BOB1| =L, |BoBz| = Lg |BOC0| =Le (49)
|COC1| = L7 |COC2| = Lg.

Uhly, ktoré zvieraju jednotlivé vodiace retazce, su
vyznacené na obr. 5.

Pohyblivost’ mobilnej platformy A, B,C, ur¢ime ako
prienik pohyblivosti vodiacich retazcov. Jednotlivym
viazbdm priradime pohybové skrutky podla typu
vazby.

Retazec AyA145:

$4,=(010[000),

$A1 =(000|L;cosa,0,L; sina), (50)
$4, =(010[|-L;sina,0, L, cosa).

Retazec ByB1B5:

$5, = (010]00 L),

$5, = (000|LscospB,0,Lysinp), (51)
$p, = (010|—LssinB,0, L3 + Lscosp).

Retazec CyC;Cy:

$¢c, =(010]0,0,L3 + L),

$¢, =(000|L;cosy,0,L;siny), (52)

$c, = (010|-LgsinfB,0, Lz + Lg + Lg cosy).

Pouzitim rovnice (11) najdeme recipro¢né skrutky ku
skrutkdm jednotlivych vodiacich retazcov. Vo
vSetkych troch vodiacich retazcoch je rieSenim
parametricka skrutka v tvare

$"=0ullvow), w,v,w€R (53)
Po rozdeleni riesenia (53) na sucet skrutiek pre

jednotlivé parametre dostavame vizbovy silovy
systém vodiacich retazcov:
(010]000),
(000]|100),
$;=(000]001).

Tento vdzbovy silovy systém (54) je rovnaky pre
vSetky tri vodiace retazce, preto vézbovy silovy
systétm mechanizmu, ktory je zjednotenim tychto
vizbovych silovych systémov, je tiez vtvare (54).
Pohybovy systém mechanizmu najdeme opat’
vyrieSenim rovnice (11) ako mnozinu recipro¢nych
skrutiek k vazbovému silovému systému (54).
Pohybovy systém mechanizmu obsahuje 3 skrutky:

™ = (010]000),
m = (000]100),
m=(000]001),
mechanizmus ma teda 3 stupne volnosti. Skrutka $7*
urcuje rotaciu okolo osi y, skrutka $5* uréuje posuv

v smere osi x a skrutka $3* urcuje posuv v smere 0si
Z.

(54)

(55)

Pohybovému stavu mobilnej platformy zodpoveda
pohybova skrutka:



$m = (0,w,,0]v,,0,v, ). (56)

Rovnice pre rychlosti vodiacich retazcov (38) su
potom v tvare:

(0, O)y, Ol Vy» 0, Uz) = (UAO$AO + UA1$A1 + wA2$A2'
(0, wy, 0] 1,0,v, ) = wp $5, + V5,35, + w535,

(0, O)y, 0| Uy, 0, v, ) = O)CO$CO + UC1$C1 + O)C2$C2.

(57)
Tri stupne vol'nosti znamenajl, Ze V mechanizme su
tri riadené kinematické dvojice. Predpokladajme, zZe
vV kazdom retazci je riadena jedna kinematicka
dvojica, a to:

e Vretazci AgA;A, je to posuvna vizba A4,
e Vretazci ByB, B, je to rotana vizba By,
e Vvretazci CyC;C, je to posuvna vézba C;.

Po vynasobeni rovnic (57) recipro¢nymi skrutkami Ku

pasivnym  vdzbdm v jednotlivych  rovniciach
dostavame rovnicu (43) v tvare:
0 cosa sina Wy
( Ls+ Ly cosf sinf8 —cosﬁ)(vx>=
—(L3z + Lg)siny cosy siny Uy

Ly 0 0\ /Va,

0 0 L;/\Vg
Z rovnice (58) vynasobenim inverznou maticou
k matici koeficientov na lavej strane ziskame
rychlost’ mobilnej platformy pre dant konfiguraciu
a okamzité rychlosti riadenych ¢lenov. Po vynasobeni
rovnice (58) inverznou maticou k matici koeficientov
na pravej strane dostaneme rieSenie inverznej Glohy
pre rychlosti, t. j. rychlosti riadenych kinematickych
dvojic, ak pozname okamzitd rychlost mobilnej
platformy pri danej konfiguracii.
Zrovnice (58) mozeme uréit taktiez singularne
polohy mechanizmu. Mechanizmus ma singularitu 1.
druhu, ak:

Ly 0 0
0 Ly O0|=o0. (59)
0 0 L,

Kedze dizky L, Ls,L, # 0, mechanizmus nikdy
nedosiahne singularnu polohu 1. druhu, t. j. pohybliva
platforma sa nebude pohybovat,, aj ked’ buda pohony
zabrzdené. Mechanizmus ma singularitu 2. druhu, ak

0 cosa sina
Ls+ Licosff  sinf —cosf| =0, (60)
—(L3 + Lg)siny cosy  siny
respektive:
Ls sin(a —y) + Lgsiny cos(B — a) +
+Lssinacos(f —y) = 0. (61)

Dosiahnutie singularity 2. druhu by vyzadovalo také
natoCenie vodiacich retazcov, pri ktorom by rovnica
(61) bola splnena.
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ZAVER

V ¢lanku sme prehl’adnym spdsobom zosumarizovali
zakladné matematické pojmy z oblasti Screw theory.
Ukazali sme prepojenie tohto matematického aparatu
s mechanikou a uviedli sme algoritmy na rieSenie

pohyblivosti atloh pre rychlosti paralelnych
mechanizmov. Nasledne sme tieto poznatky
aplikovali pri rieSeni kinematickej analyzy
planarneho  paralelného  mechanizmu s tromi

vodiacimi retazcami typu RTR. Uréili sme pocet
stupiiov volnosti aim zodpovedajice pohyby
mobilnej platformy. Nasli sme vstupno-vystupny tvar
rovnice pre rychlosti a podmienky, za akych dosiahne
mechanizmus singularnu polohu aj vo vnutri svojho
pracovného priestoru.
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