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A mathematical model of a rail vehicle drivetrain

Abstract: The presented research is aimed at the derivation of a mathematical model of diesel-mechanical
drivetrain of a rail vehicle. It is derived by means of the Lagrange’s equations of the second kind. The derived
mathematical model allows to understand the essential principle of the derivation of the mathematical model of the
diesel-mechanical drivetrain of a rail vehicle, an application of the numerical mathematical methods for the solving
the equations of motion and for evaluation of the wanted outputs quantities, such as waveforms of revolutions and
torques of shafts and others.
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vozidla nemala

UVOD
V sGcasnosti je mozné dopravné prostriedky

kolajové

rozSirovat’
Samostatné kolajové vozidla su v sucasnosti zname

kolajovej dopravy rozdelit’ do dvoch hlavnych skupin
v zavislosti od zdroja energie. Aj ked st kolajové
vozidla zavislej trakcie Coraz oblibenejSie a mnohé
europske krajiny sa z nich snazia stavat’ nové a nové
trate, nedokazu fungovat’ vo vSetkych kuatoch krajiny
[1, 2]. St regiony, kde sa vystavba trate s elektrickou
sietou neoplati, je prili§ naro¢na alebo existuju iné
dovody, preCo by sa elektrickd siet’ pre elektrické
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najmé ako vlakové jednotky (obr. 1).

Predkladany vyskum je stcastou komplexného
projektového vyskumu zameraného na skumanie
javov v pohonnej ststave zelezni¢nej jednotky pri
zmene vykonovych pomerov. Hlavnym cielom je
odvodit vypoctovy model pohonnej sustavy
zelezninej vlakovej jednotky. Napriek tomu, Ze
diesel-mechanicky prevodovy systém s pruznou



spojkou alebo s trecou lamelovou spojkou je v
suCasnosti jednym z najstarSich prevodovych

systémov, odvodenie Ccinnosti jeho prevodového
systému vyzaduje pochopenie zakladov pouzivanych
metdd. Prezentacia dosiahnutych poznatkov preto
ponika vedcom a vyskumnikom moznost' vidiet
uvazovany postup dalSich aktivit, ktoré povedi k
vytvoreniu celej zelezni¢nej vlakovej jednotky s
modernym a ekologickym prenosom vykonu.

Obr. 1. Priklad DM jednotky produkcie slovenského vyrobcu

1 ODVODENIE MATEMATICKEHO
MODELU

Hlavnym cielom je vytvorenie matematického
modelu pohonnej sustavy zeleznicného vozidla.
Dieselovy motor, ktory je zdrojom energie, moze byt
umiestneny nad ramom alebo je umiestneny pod
podlahou. Riadiaca stanica mdze byt na oboch
koncoch, na jednom konci alebo v samostatnom
vozni. Naftové viac-voziové jednotky (DMU) sa
zvycajne klasifikuji podla toho, akym sposobom sa
hnacia sila prenasa na ich kolesd. V pripade
dieselového mechanického zdruzeného agregétu
(DMMU) sa mechanicka energia motora prenasa na
kolesa pomocou prevodovky a hnacieho hriadela. Je
to podobny systém ako v cestnom vozidle. Vo vécsine
aplikécii sa prevody menia pomocou automatického
prevodového systému [5-7].

Matematicky model pohonnej sustavy obsahuje
pohybové rovnice. Z matematického hl'adiska su to
diferencidlne rovnice a odvodzuji sa vhodnou
metddou. V nasom pripade sa ako vhodna metoda javi
metéda Lagrangeovych rovnic druhého druhu.
VSeobecny tvar Lagrangeovych rovnic druhého
druhu je nasledujtci:

d oE, OE, +6E oE,

ekl S IRt Y o W
dt o, ag, oq, oo, ©

kde Ex je kineticka energia sustavy,

=1 2, ..,n,

@)

Eq je disipativna energia sustavy,
E, je potencialna energia ststavy,
Qi st zovSeobecné stradnice ststavy,

g; st zovSeobecnené rychlosti,

Qi reprezentuje zat'azenie sustavy,

N je pocet stupiiov volnosti sustavy (°V).
Zjednodu$ent1 schému mechanického systému diesel-
mechanickej pohonnej ststavy s pruznou spojkou je
mozné vidiet na obr.2. Pozostava z relativne
samostatnych komponentov ako st: motor (1),
kl'ukovy hriadel’ (2), pruzna spojka ( 3a), prevodovku
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(4), vystupny hriadel’ (5), rozdel'ovaciu prevodovku
(6) a hnané dvojkolesie (7).

Obr. 2. Zjednodu$ena schéma hnacej sustavy s pruZnou
spojkou

Obr. 3. Zjednodusena schéma hnacej sistavy s trecou
lamelovou spojkou

Vsetky komponenty sa povazuji za tuhé okrem
spojky. To znamena, Ze tento mechanicky systém je
opisany pomocou dvoch zovSeobecnenych suradnic.
K relativnemu pohybu dochadza prave v pruznej
spojke [8]. ZovSeobecnené suradnice st uhly
natocenia vstupného hriadel’a spojky @1 a vystupného
hriadel’a spojky ¢.. Uhol nato¢enia @3 je stradnica,
ktora sa vztahuje na vystupny hriadel’ prevodovky.
Mechanicky systém ma teda dva stupne volnosti
(2°V) a tieto nezavislé uhlové pohyby st opisané
suradnicami ¢1 a ¢2. Ked vezmeme do uvahy
zjednoduSeni  schému  hnacieho  Ustrojenstva,
potrebné energie na odvodenie pohybovych rovnic st
nasledovné:

e kineticka energia:

E, :%'(Il'(/’lz"'|2'¢§+|3'¢32+mc'vz):

1 2 Ia mc'R2 2 (2)
:E' - + |2+i_2+ i2 )

kde I3, I2 a I3 a momenty zotrvacnosti komponentov
systému, ktory sa pohybuje rychlostou otacania
Py P2r P
m je celkova hmotnost’ vozidla,
R je priemer kolesa

ic je celkovy prevodovy pomer prevodového
systému, pri¢om ic = ipa‘ipr, Kde ipa je prevodovy




pomer aktivneho stupina a ipr je prevodovy pomer
rozdel'ovacej prevodovky,

e disipativna energia:

1 . .
Ed=§-(b1'(p12+b2-§022), 3
kde bs, b, st suéinitele viskoznych strat,
e potencialna energia:
1
E, =2 k(2 -0) (4)

kde K je sucinitel torznej tuhosti spojky a uvazujeme,
7€ 2 > @1.

Je potrebné poznamenat, ze sa uvazuje rovnaka
obvodovu rychlost’ kolesa ako ma vozidlo v tazisku,
t.j. nedochadza k deformacii kolesa aani K jeho
preklzu. Dalej rovnica 2 ukazuje vyjadrenie d’alsich
stradnic alebo kinematickych veli¢in, t.j. ¢3 a v
pomocou definovanych zovseobecnenych stiradnic @1
a ¢2. Platia teda nasledujuce vzt'ahy:

&Zic :> Q.)SZ&
¢3 IC (5)
v=R-¢ _R.®

=R-@, = Vv=R-=,

c

Prava strana rovnice 1 zahffia vonkajSie zat'azenia
systému. V naSom pripade su tieto zatazenia dané
momentmi pdsobiacimi na jednotlivé komponenty.
Klukovy hriadel' je zatazeny hnacim momentom
motora My a vystupny hriadel’ z prevodovky je
zat'azeny momentom odporov M. Hoci moment M,
pdsobi na suciastku (6), mal by byt premeneny aj na
hriadel’ (3a), teda suciastke otacajucej sa uhlovou
rychlostou ¢@,=®,. Po vypolte odvodenia
jednotlivych energii a zohladneni opisanych
predpokladov je vysledny matematicky model diesel-
mechanického prenosu vykonu zelezni¢ného vozidla
s pruznou spojkou:

¢ +b ¢ +k-¢—k-0,=M,

I, m-R*) . : (6)
I2+i—§+ Ciz j-goz+b2~(o2—k~(ol+k-¢)2=—Mr
alebo v maticovej forme:

1, 0
.. b 0 .
_0 I2+E+ 2 @, 0 b||o @)

L

Prevodovy systém s trecou lamelovou spojkou je
znazorneny na obr. 3. V tomto pripade je treci

moment v systéme uvazovany nasledovne:
M,=S-p-f-N-R,, (8)

kde S je plocha piestu spojky,
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p je okamzity tlak oleja,

f je koeficient trenia,

N je pocet trecich dvojic spojky,

Rt je stredny polomer lamiel spojky.
Urcené energie systému, t.j. kineticka energia Ex
(rov. 2), disipativna energia Eq (rov. 4) a potencialna
energia E; (rov. 5) pre systém s pruznou spojkou st v
principe rovnakeé pre systém s trecia lamelova spojka.

Ked vezmeme do tvahy treci moment Mz (rov. 8),
systém pohybovych rovnic je nasledujuci:

|1'¢1+bl'¢1+k'¢1_k'¢2:Mk_Mf

R? 9)
|2+i|_23+mci2R J~¢2+b2-¢)2—k-§01+k~¢)2=|\/|f _Mo
alebo v maticovej forme:
1, 0
.. 0 .
SRALEL PN
| 2 ICZ ICZ ¢2 2 ¢2 (10)

k —k||o M, -M,
+ . = .

-k k ?, M f M o
Vypocet odvodenych pohybovych rovnic systému s
pruznou spojkou (rov.7) a pohybovych rovnic
systému s trecou lamelovou spojkou sa vykonava
pomocou technického programovaciecho jazyka
Matlab [9, 10]. Vypocitali sme pohybové rovnice v
Casovej oblasti pre predpisané pociatocné podmienky.
Pre oba zjednodusené modely sme zvazili nasledujuce
zaCiato¢né podmienky:
t=0: ¢ =¢,=0;

(bl :¢z =0. (11)

2 VYSLEDKY A DISKUSIA

Ako uz bolo uvedené vyssie, vytvorené matematické
modely prevodového systému s pruznou spojkou
(rov. 7) a prevodového systému s trecou lamelovou
spojkou (rov. 10) st rieSené v Casovej oblasti v
programe Matlab.

Dosiahnuté vysledky st zobrazené vo forme grafov,
ktoré zobrazuji priebeh vybranych vystupnych
veli¢in. Obrazok 4 znazoriiuje priebeh vystupnych
veli¢in diesel-mechanickej prevodovky s pruznou
spojkou. Tento graf obsahuje pat kriviek, ktoré st
oznacené nasledovne: My — krtiaci moment motora,
Mo — moment odporu, M: — celkovy moment
zat'azenia, Mpr — moment pasivnych odporov, n; —
otacky kl'ukového hriadela 2 (obr. 2) a ¢ — relativna
vychylka oboch Casti pruznej spojky.

Na ilustraciu vystupov bol zvoleny ¢asovy interval 5
sekund. Moment M, predstavuje jazdny odpor
vozidla. Moment pasivnych odporov zahfia straty v
loziskach,  ozubenych  kolesich a  inych
komponentoch (trenie, valivé a pod.). Ako je vidiet,
moment motora stiipa z pociatocnej hodnoty priblizne
1500 Nm pocas ¢asového intervalu cca. 0,8 s. Spolu s



nim vyvoldva aj moment odporu M,. Pri urcitej
hodnote tychto momentov sa dosiahne momentova
rovnovaha. Je to aplikacia po 1,15 s.

Po tomto ¢ase sa dosiahne rovnovaha mechanického

systému prevodovky a hodnoty momentov a otacok
kl'ukového hriadela st konStantné. Tento ustaleny

spojky, ktoru pozorujeme v ¢asovom intervale 1,15 s.
Po dosiahnuti ustaleného stavu (po 1,15 s) relativna
vychylka Casti spojky zmizne a obe Casti pruznej
spojky sa otdcaji rovnakymi otaCkami (Casovy
interval 1,15 s az 5 s).

Priebehy vystupnych veli¢in diesel-mechanického
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Obr. 4. Priebeh vystupnych veli¢in systému s pruznou spojkou
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Obr. 5. Priebeh vystupnych veli¢in systému s trecou lamelovou spojkou

stav by bol naruseny v pripade zmeny zat'azenia, napr.
zmena jazdného odporu, teda zmena momentu M,
alebo M. Zaujimavym vystupom je relativna
vychylka pruznych casti spojky (J). Ako je vidiet, pri
nevyvazenom stave, ktory zodpoveda néabehu
mechanického systému prevodovky, sa tento uhol
meni na hodnoty +/-. Je to spdsobené pruznostou
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prevodového systému kolajového vozidla su
znazornené na obr. 5. V tomto pripade sme pozorovali
Sest’ vystupnych veli¢in. Ide konkrétne o vystupy: My
—moment motora, M, — moment odporu, M; — celkovy
moment zat'azenia, Mpr — moment pasivnych odporov,
ny — otacky kl'ukového hriadel’a 2 (obr. 3) a n; —



lamelovej

otacky vystupného hriadela spojky

(obr. 3).

Odlisné spravanie vznetovej prevodovky s trecou
lamelovou spojkou je zrejmé na prvy pohl'ad. V grafe
su tieto vystupy opit’ zobrazené v ¢asovom intervale
5s. Je vidiet, ze ndastup kratiacecho momentu
kl'ukového hriadel'a M nie je v porovnani s pruznou
spojkou taky prudky. Podobne aj priebehy ostatnych
momentov st hladsie. Otacky kl'ukového hriadela ng
dosiahnu rovnovahu s otackami n; vystupného
hriadel’a spojky po 2,75 sekundach. Je tiez vidiet, Ze
kratiaci moment a moment zatazenia dosahuji
rovnovahu po cca. 3,15 s. Hladsi nastup momentov a
rotacii hriadel'ov mozno vysvetlit’ principom ¢innosti
trecej lamelovej spojky. Spojka prenasa krutiaci
moment cez svoje lamely, pri ktorych dochadza k
urcitému preklzu. Tento sklz robi plynulejsie priebehy
momentov. Tlak medzi lamelami dosiahne
maximalnu hodnotu a potom st momenty (krutiaci
moment a odporové momenty) rovnaké ako aj otacky
hriadel'ov n; a ny. Trecia lamelova spojka vykazuje
hladsi chod prevodového ustrojenstva, o prispieva k
vysSiemu komfortu jazdy pre pasazierov, lepsej
kontrole momentov v ststave a vyssej ochrane proti
pretazeniu.

Buduci vyskum bude zamerany na tvorbu
matematickych modelov inych typov DMU, a to na
DHMU a DEMU. Tieto uvazované¢ modely
prenosovej ststavy sa zdaji byt komplikovanejsie.
Hydraulicky systém pracujlci v prevodovom systéme
je potrebné opisat’ zlozitejSim modelom vratane
zmeny tlaku v hydrodynamickom menici. Princip
¢innosti DMU, ktoré su najpouzivanejsimi DMU,
bude este komplikovanejsi. Suvisi to so skutocnost’ou,
ze spalovaci motor pohana generator a nasledne
elektrina elektromotory v pohananych podvozkoch.
Perspektivnym rieSenim tohto problému je vytvorenie
MBS modelu prevodového systému zeleznicného
vozidla [11, 12]. Zavere¢nym krokom vyskumu buda
vysledky matematickych modelov z Matlabu a tiez
MBS modelov porovnané s perspektivou dosiahnutia
uspokojivych vysledkov.

ZAVER

V niektorych krajinach sa stale pouzivaju zelezni¢né
vozidla s nezavislym zdrojom energie. Existuju
lokomotivy alebo Zelezni¢né vlakové jednotky. Tieto
zelezniéné vozidla vyuzivaji niekol’ko typov
prenosovych systémov. LiSia sa od seba zlozitost'ou,
ucelom pouzZitia, poziadavkami na prendSany vykon,
kratiaci moment a iné. Jednym z najjednoduchs$ich
prevodovych systémov zelezni¢ného vozidla s
nezavislym hnacim ustrojenstvom je diesel-
mechanicky prevodovy systém. Obsahuje motor,
spojku, prevodovku a d’alSie potrebné komponenty. V
pripade skimania prevadzkovych podmienok tychto
kolajovych vozidiel je potrebny matematicky model.
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Tento prispevok bol zamerany na odvodenie
matematického modelu diesel-mechanického
prevodového  systétmu  kolajového  vozidla.
Matematicky model bol odvodeny pomocou
Lagrangeovych rovnic druhého druhu. Boli nastavené
dva matematické modely, a to pre prevodovy systém
s pruznou spojkou a s trecou lamelovou spojkou. Na
zdklade matematickych modelov boli vykonané
simulacie Startu tychto prenosovych sustav. Vysledky
simulacii boli prezentované¢ vo forme grafickych
vystupov. Dosiahnuté vysledky ukazali rozdiely v
tvare viny jednotlivych vystupnych veli¢in. Uvedeny
postup je mozné aplikovat na odvodenie
matematickych modelov zlozitejSej prenosovej
sustavy kol'ajovych vozidiel.
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