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A model of a nonlinear oscillator

Abstract: This article deals with a simple nonlinear model of mechanical system. Nonlinear mechanical model
described by a nonlinear system of differential equations can lead to interesting phenomena. The linearized
analytical solution is compared with the numerical solution obtained by the Runge-Kutta method in the MATLAB

environment.
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Kmitanie a vibracie su prirodzenym javom, ktory
sprevadza Cinnost’ takmer kazdého stroja. V praxi st
vibracie a kmitanie strojnych stG¢asti vacSinou
povazované za negativny jav, ktory je potrebné v ¢o
najvécsej miere eliminovat’ z ddvodu zvysenej zataze
pre zariadenia. Vibracie moézu viest' k porucham
a Vv hranicnych pripadoch az k destrukcii casti
zariadeni, nepresnostiam vyroby, uvolfiovaniu spojov
a réznym inym medznym stavom. Vibracie a nimi
spOsobeny hluk taktiez predstavuju pre cloveka
vyznamné zdravotné riziko. Javy spojené s kmitanim
aréznym typom vibracii st pritomné takmer pri
kazdom zariadeni, pricom sa vZdy nemusi jednat’ len
0 stroje s pohyblivymi castami, ale aj o statické
konstrukcie, ktoré mozu byt zatazované dynamicky
alebo sa nachadzajii v blizkosti zdroja vibracii.
Medzi zdroje vibracii strojnych zariadeni patria
pohyblivé a rotujuce Casti, loziskd, dotykajuce sa
povrchy, ozubené kolesa atd’. Zdrojom kmitania mézu
byt aj zatazujuce sily, impulzy sil a momentov pri
¢innosti  spalovacich motorov alebo pradiace
tekutiny. Pri periodickom pohybe pohyblivych ¢asti
posobia dynamické reakéné sily, ktoré sa prenasaja na
zvySok konStrukcie avyvolavaju jej vibracie.
Vibracie a hluk su vyznamnym ukazovatelom pri
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merani a diagnostike strojov. Zvysené vibracie a hluk
moézu byt prejavom poskodenia alebo bliziaceho sa
medzného stavu zariadenia [1, 2].

Matematickym modelom kmitajiaceho systému s
jednym stupniom volnosti je diferencialna rovnica 2.
radu. Koeficienty rovnic st vo vSeobecnosti funkcie
zavislé od Casu. Je to napriklad linearny oscilator s
nekonstantnymi tlmiacimi a tuhostnymi charakteris-
tikami.

Realne deje su castokrat nelinearne a ich matematicky
popis obsahuje nelinearne diferencialne rovnice, resp.
systémy tychto rovnic. V takychto pripadoch mézeme
pouzit numerické metédy alebo niekedy tiez
kombinacie numericko-analytickych —aproximacii.
Okrem toho existuju linearizaéné procedury, ktoré
umoznuji analytické rieSenie problému, dochadza
vSak z principu ku vzniku réznych typov nepresnosti,
ktoré toto rieSenie mozu Uplne znehodnotit’.

V pripade nelinearnych systémov mozeme taktiez
hovorit’ o vlastnom, tlmenom alebo vynitenom
kmitani. Vo vSeobecnom pripade méa pohybova
rovnica takychto systémov tvar:

y=F(y.y.t). )

Jednou z vlastnosti nelinearnych systémov je, Ze ich
peridda zavisi aj od amplitady ich kmitov.



Ak Casovo zavislé veli¢iny v rovnici (1) dokazeme
separovat’ v podobe samostatnej funkcie, dostaneme
rovnicu nuteného kmitania v tvare:

y+w(y,y)=F(t). (2)
Ak naviac neuvazujeme budiace sily, pri zanedbanom
timeni systému, dostaneme najjednoduchsi tvar

nelinearnych pohybovych rovnic vyjadrujuci vlastné
netlmené kmitanie:

y+w(y)=0. ©)

Clen w(y), ktory je nelinedrnou funkciou vychylky, sa
zvyCajne oznacuje ako elasticka charakteristika.
Nelinearne fyzikdlne fenomény moézu byt popisané
rovnicou s ¢asovo zavislymi ¢lenmi:

X+ -x+e-f(t,x,%)=0.

(4)

V pripade malého parametra ¢, 0 < ¢ << 1 sa mo6zu pri
rieSeni pouzit’ zname asymptotické metody [3, 4].
Stadium nelinearnych systémov je perspektivnou
oblastou aplikovaného  vyskumu, ktora gj
V stCasnosti zaznamendva znacny rozvoj, pricom
nelinearna dynamika a nelinearne dynamickeé systémy
si neoddelite'nou sticastou inzinierskej praxe (pozri
napr. prace [5, 6]).

1 LAGRANGEOVE ROVNICE

Zostavovanie pohybovych rovnic vinych ako
kartézskych stradniciach je zvyCajne komplikované,
ato najmid pri komplexnejSich sustavach telies.
Samotna znalost Newtonovho zdkona V pripade
zlozitejSich uloh preto nepredstavuje efektivny
spésob zostavovania pohybovych rovnic. Vhodnou
alternativou, ktord poskytuje ekvivalentné vysledky,
¢i uz v l'ubovolnych stradnicovych systémoch alebo
tiez pri zlozitych sustavach telies, je zostavenie

pohybovych rovnic metédami analytickej
mechaniky [7].

Zovseobecnené¢  suradnice  predstavuju  subor
lubovolnych parametrov, ktorymi je mozné

jednozna¢ne urcit polohu bodu, bez ohladu na
zvoleny suradnicovy systém:

=r(0,0,,..00t).
kde rije polohovy vektor i-teho bodu.

()

Subor k zovseobecnenych stradnic je mozné zapisat’
skratene ako g ={q«}. Derivacia tychto suradnic
podla ¢asu je stibor zovseobecnenych rychlosti, t. j.:

dg . .

—=(= : 6
o - d=1dd 6)
Stav mechanickej ststavy je v danom casovom
okamihu jednozna¢ne urCeny jej polohou

a rychlostou. Na zaklade tychto parametrov je mozné
vypocitat’ pohyb ststavy v nasledujuicom okamihu,
resp. vSeobecne vyvoj jej stavu.

Stav mechanickej ststavy popisujeme funkciou:
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L(9.6.t)=T-V. @)
Lagrangeova funkcia (Lagrangian) je definovana ako
rozdiel kinetickej T a potencialnej energie V. Princip
najmensieho ucinku je varianym principom a hovori,
7e sustava sa pri pohybe medzi dvoma polohami
sprava tak, aby funkcional:

%)
S=IL(q,q,t)-dt—>min. (8)
4

nadobudal minimalnu hodnotu. Integral (8) sa nazyva
ucinok. Pociato¢na a konecna poloha sustavy st dané
stradnicami q(t1) q(t2).

S vyuzitim metéd variaéného poctu je mozné odvodit
vSeobecny tvar pohybovych rovnic:

d( oL oL
-0 ©)
dt| g, ) o,
Euler-Lagrangeove rovnice st sGistava
diferenciadlnych rovnic 2. radu, ktorych pocet
zodpovedd  pocCtu  zovSeobecnenych  suradnic

a ktorych riesenim su funkcie qi(t), urCujice drahy
jednotlivych bodov.

Pre vSeobecnejsi pripad, kedy na sustavu nepdsobia
len potencialové sily, modzeme zaviest pojem
zovSeobecnena sila Q:

OX;
Q :in 5_0]I+Y'

kde X, Yi, Zj st zlozkami sil Fi.

Ak naviac uvazujeme aj tlmiace sily, ktoré st v tomto
pripade linearnymi funkciami rychlosti (viskdzne
tlmenie), moéZeme rovnako zaviest zovSeobecnenu
odporovu silu Qo. Pre uvedené odporové sily plati
vztah F, =T, -b, kde b;i uréuje koeficient timenia

N,z %

&g 0

(10)

i-tej sily. Zovseobecnené sily Qo st potom dané
vztahom:

QOK—Z b, (xi Vgt an (11)

Zovseobecnené odporové sily je suhrnne mozné
vyjadrit’ pomocou Rayleighovej disipativnej funkcie:

Ry :Z%'b‘ (3492 +27)

(12)

Suvazovanim uvedenych sil moézeme zapisat
vseobecnejsi tvar Euler-Lagrangeovych rovnic [7]:

dfoL) oL . @R,
[ j o

(13)

3 MODEL NELINEARNEJ SUSTAVAVY

Modelovana ststava je zobrazena na obr.1. lde
orovinné kyvadlo tvorené hmotnym bodom Pa,
s hmotnost'ou My, na zavese dlzky I, ktoré je uchytené



na horizontalnom oscilatore (bod P1), s hmotnost'ou
mi. Pruzina oscilatora ma poéiatoénu dizku yo, jej
tuhost’ je k a koeficient timenia C. Model uvazujeme
ako sustavu hmotnych bodov, hmotnosti zavesu
a pruziny, tiez prislusné momenty zotrvacnosti preto
zanedbavame. Velkost tiazového zrychlenia je g.
Poloha sustavy je definovand pomocou dvoch
zovseobecnenych suradnic y a @. Rovnovazna poloha
oscilatora sa nachddza v strede suradnicovej sustavy,
ktory zodpoveda bodu O.

ANNNNN

Obr. 1. Kyvadlo na kmitajicom zavese

Najskor zostavime Lagrangian sustavy v tvare:

L=T-V. (14)
Kineticka energia bodu P1 je potom dana ako:

1 .
Tplzi'ml'lz (15)
Poloha bodu P; je X, = y +1-sing, y,, =—l-cos¢ a

po derivacii X, =y +I| -$-cosg, Yo, =1 -$-sing .
Kineticka energia bodu P; je:

1 . .

szzi-mz-(xﬁz+y§2) (16)
Pre kineticku energiu sustavy potom plati:
T= 1 . rn1 . }'{2 +

L (17)
+E¢m(zPHZ¢2+2L2~¢cm¢)
Potencialna energia V je dana:
Vzé-k'zﬁmz-g-(l—l-cosgﬁ) (18)
Po zanedbani konStantnych c¢lenov mozeme
Lagrangian sustavy zapisat’ ako:
L=T—V=%[m,1ﬂum-
(ZZ+F-&+2-L2»¢cm¢—k-xﬂ}+ (19)

+m,-g-l-cos¢g

Timiaca sila Fo je umerna rychlosti predizenia
pruziny, ktora zodpoveda zovseobecnenej rychlosti
¥ - Rayleighova disipativna funkcia ma preto tvar:

1

RD=§'C'JZZ (21)
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Odporova sila Fo je potom dané ako:
.
oy,

=-C-% (22)

Pretoze Rp je funkciou len zovSeobecnenej rychlosti
7, bude odporova sila Fo vystupovat’ len v rovnici

patriacej k zovseobecnenej suradnici y.
Pre derivacie Lagrangeovej funkcie (4) prislachajicej
k suradnici ¢ plati:

Q&szl(L¢+jcm¢y (23)

d(oL v S
—|—=|=m,-1-(l-¢g+ y-cos¢g— y-¢-sing), (24
dt(a¢] , (1 g+ 7-cosp—7-4-sing), (24)
a_
o9
Po dosadeni vztahov Chyba! NenaSiel sa Ziaden

zdroj odkazov., (25) do (9) a naslednej Gprave
dostavame prva pohybovu rovnicu:

—m, -1 -sin(¢)-(#-4+9). (25)

(26)
Pre derivécie patriace k siradnici y analogicky plati:
oL

|- ¢+ 7-cosg+g-sing=0.

a:(ny+mz)-;g+mz-l-q§-cos¢, (27)
g(%jz

dt\ oy (28)
=(m +m,)- 7+m,-I -(I -(,}5+cos¢—¢32-sin¢).
L_ k., (29)

a =
S uvazovanim odporovej sily (22) a (13) ma druha
pohybova rovnica tvar:

m, -1-§-cosg+(m, +m,)- ¥ - (30)
—m,-1-¢*-sing+k- y+C-7=0.

Rovnice (26) a (30) su systétmom nelinearnych
diferencialnych rovnic druhého radu. Zavedieme
substitliciu:

=X=x, yzz@:¢’ Ya=X, Y.=¢, (31)
Tym dostdvame ststavu Styroch rovnic:

heA (32)
Y,=¢=0

Yo =X =

_m,-g-sin(2-¢)+2-@*-1-sing-2-k- y-2-C-X
- 2-(m, +m, -sin’g)

Y, =1-(m +m,-sin’g)- @ =
=g-sing-(m, +m, -sin’g)+cosg- (k- y+C- X ) -



—%-sin(Z-gzﬁ)-(g .coS¢ + | -cDZ).

Systém rovnic (32) bol nasledne rieSeny numericky
v prostredi MATLAB s vyuzitim funkcie ODE45
vychadzajlicej z metody Runge-Kutta-Fehlberg
(RKF).

Po linearizacii Lagrangiinu (14) mézeme odvodit
linedrne pohybové rovnice, ktoré su rieSitelné
analyticky. Predpokladdme, Ze toto rieSenie bude
Vv dostato¢nej miere zodpovedat’ skutocnému pohybu
sustavy len pre malé hodnoty zovSeobecnenych
parametrov.

Linearizovany Lagrangidn sustavy je v tvare:
L:%-[ml-j(z +m, .(;'(2 122 'Z'¢5)—

2
_k.Zz:I_mz.g.L%.

(33)

Linearne pohybové rovnice je mozné odvodit
rovnakym sposobom ako v predoslom pripade. Maji

tvar:

l-¢+7+g-¢=0
EARAIR | (34)
m,-l1-¢g+(m+m,)- y+k-x+C-z=0.

Sustavu (34) mdzeme v tvare matic zapisat’ ako:
1 | V4
(mler2 m, IJ(gﬁj:
SR
k 0)\¢ C 0) (¢
Zavedenim funkcii X =7 a @=¢ dostavame
ststavu 4 rovnic prvého radu v maticovom tvare:

(35)

0 0 1 0
¥ 0 0 0 1|(y
A RS I AN
X ml ml ml X
@ k (m+m,)-g C @
m, -1 - m, -1 m, -1

Ststava n homogénnych linearnych diferencialnych
rovnic s konstantnymi koeficientami je v maticovom
tvare dana:

y'=A-y, 37)
kde A je kon$tantna matica sustavy S rozmerom
nxn.
Riesenim (37) je vSeobecne 'ubovolny vektor:
T
yz[yl(t),...,yn (t)] . (38)

Ak vektory yi(t), y3(t), ..., Y(t) st linearne nezavislé
rieSenia (37), potom ich linearna kombinacia je
vS§eobecnym rieSenim pre l'ubovolné konStanty Cij,
tj.:

75

k

y(t)=> ¢y (1) (39)
i=1

Predpokladame, Ze rieSenie (37) ma tvar:

y=k-e*", (40)

kde k je vektor,
A nezname ¢islo.

Po dosadeni predpokladaného rieSenia do (37)
dostaneme problém najst vlastné &isla a vektory
Stvorcovej matice A [8]:

det(A-A1-1)=0,
(A-2-1)-k=0,

(41)
(42)
kde 1 je vlastné ¢islo matice,

k je prislusny vlastny vektor matice A,

| oznacuje jednotkovl maticu.
Pre dané konkrétne parametre:

(ml[kg]; m, [kg]; 1[m]; k{%} C[%}

g[mD = (L,25; 1,5; 1,4; 25; 2,5; 9,81)

SZ

, (43)

ma analytické rieSenie linearnej sustavy (36) tvar:
¢ =C - e—0,90~t .
1

{0,02-cos(5,47-1)-0,13-sin (5,47 1) | +
+ Cz . e—O,QO-t .
[0,02-sin(5,47-1)+0,13-cos (5,47 -t) | +
+C - e—O,lO»l .

3
[-0,07-cos(2,15-t)+0,24-sin(2,15-t) |+
-010t

+cC,-€
0,07 sin(2,15-t)—0,24-cos(2,15-t) |

_ -0,904
X=C € )

[-0,03-cos(5,47-1)+0,12-sin(5,47-t) | +
+ Cz . e—O,QO-t .
[-0,03-sin(5,47-t)-0,12-cos(5,47-t) | +
+C - e—O‘lO»l .

3
[-0,01-cos(2,15-t)+0,33-sin(2,15-t) | +
-0,10-t .

+cC,-€
{-0,01-sin(2,15-1)—-0,33-cos(2,15-1) |.

(44)

Pre zvolené pociatotné podmienky maji potom
konstanty c; hodnoty:

¢, =0,08;c, =0,21; c, =-0,06; ¢, =—0,68.  (46)

Z porovnani priebehov na obr. 2 je vidiet, Ze pre malé
hodnoty zovsSeobecnenych suradnic s rieSenia



nelinearneho systému (32) a linearizovaného (36)
prakticky identické, v celom rozsahu casového
intervalu.

Casovy priebeh ®(t) pre 00 =0.1 rad; X = 0.1 m; 0'0 = X'o =0
0.12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
t[s]

Casovy priebeh x(t) pre 00 =0.1rad; x,=0.1m; 0‘0 =X =0
0.12
0.08

= 0.05

=001

<.0.02
-0.06
-0.09

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
t[s]

Linearny sy arny systé

Obr. 2. RieSenie (32) a (36) pre malé vychylky

Kedze je ststava tlmena, dochadza k postupnému
poklesu vychyliek, ¢im je zaroven vo velkej miere
potlacané nelinedrne spravanie systému.

Riesenie systému pre velké vychylky s pociato¢nymi
podmienkami:

@, =—1,25rad; y, =0,35rad

¢,=0rad-s; 7,=0rad-s™
je naabr. 3.

(47)

Casovy priebeh ®(t) pre 00 =-1.25rad; Xo= 0.35m; O'o = )('0 =0
15

®(t) [rad]
AL b o o
o ¢ @

o
=L

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
t[s]

o

Casovy priebeh x(t) pre 00 =-1.25rad; Xo = 0.35m; 0'0 = x'0 =0
14

0.94
047 |
X047V

0.94+

1.41 S B S R (O (RN S N N N S S S S
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

t[s]

Nelinearny systém

-------- Linearny systém

Obr. 3. RieSenie (32) a (36) pre vel’ké vychylky

Parametre ststavy zostali rovnaké ako v predoslom
pripade, pricom vsak bolo zanedbané timenie (C = 0),
aby nebolo potla¢ané nelinearne spravanie ststavy.

Fazovy portrét pre zovSeobecneni suradnicu ¢ je
uvedeny na obr. 4.
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Fazovy portrét v rovine ®®"

gpgl—t & 4 3 T b 4 b b
1.1 09 -07 -05 -02 0 02 04 07 09 11 14

® [rad]

@ Pociatoény bod

@ Koncovy bod

Obr. 4. Fazovy portrét nelinearnej sustavy (32)

Grafické priebehy rieSeni ukazuji, ze v pripade
vacsich vychyliek sa periodickost’ rieSeni straca a ich
spravanie sa stava chaotickym. Pre uplnost je
uvedené aj rieSenie linearneho systému (36), ktoré sa
od toho numerického vyrazne odlisuje prakticky uz od
zacCiatku pohybu.

Trajekéria bodu P2

-0.35
-0.54 |
-0.73
E 092
>
111}
1.3 N :
-1.5 ‘ : - = :
1.3 11 -09 -06 -04 -02 0 02 04 06 09 11 13
x [m]
@® Zaciatok @ Koniec

Obr. 4. Trajektoria koncového bodu pre (32)

ZAVER

Modelom mnohych dejov okolo nas je dynamicky
systém, ktorého stav sa spojite meni v Case.

Podla parametrov fyzikalneho modelu rozliSujeme
systemy so sustredenymi parametrami, ktoré su
opisované obycajnymi diferencidlnymi rovnicami a
systemy s rozlozenymi parametrami, ktorych
modelom s parcialne diferencialne rovnice. Tebria
dynamickych systémov a diferencialnych rovnic patri
medzi klasické oblasti matematiky a jej aparat je
pouzivany pre vedecko-technické vypocty v roznych
aplikovanych oblastiach.

Diferencialne rovnice, ktoré
modelom kmitajicich sustav,
analyticky len vpripade linedrnych rovnic
s konsStantnymi koeficientami a bez pripadnych
nelinearnych clenov. RieSenie nelinearnych sustav

zna¢ne komplikuje neplatnost’ principu superpozicie.

su  matematickym
dokazeme riesit

Niektoré priblizné analytické metoédy poskytuja
pomerne dobré aproximacie rieSeni nelinearnych
diferencidlnych rovnic, no velakrat sme nuteni
pouzivat’ len numerické algoritmy. Tie st do znacnej
miery robustné a spolahlivé, avSak neumoziuji nam
globalny pohl'ad na analyzovany nelinearny systém.



V nelinearnych ststavach vznikaji a st pritomné
fenomény, ktoré v linedrnych sustavach neexistujq,
napr. chaos, bifurkdcie riesSeni, subharmonické
a ultraharmonické  kmity,  soliténové  riesenia
vlnovych rovnic a pod. [9].
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