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Comparison of optimisation algorithms during the spectral tuning

of a mechanical system

Abstract: This article deals with a comparison of various, gradient-based optimisation algorithms in terms of their
accuracy and effectivity. The compared algorithms are the steepest descent method (SDM) and the most well-know
quasi-Newton methods. The presented methods were applied to the spectral tuning of a simple two degree of
freedom (DOF) mechanism, in order to evaluate their performance. The obtained results were statistically
processed and utilised to compare the algorithms, based on their accuracy and overall effectivity. The results show
that the quasi-Newton methods are superior to the SDM in terms of both the accuracy and computing time.
Moreover, the overall performance of these methods is also significantly less influenced by the selection of starting
point. Thus, the obtained results render the quasi-Newton methods as a significantly better choice, compared to

the standard SDM.
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UVOoD

Stroje a zariadenia st pocas prevadzky vystavené
zatazeniam, ktoré mozu vznikat bud v dosledku
chodu zariadenia alebo mézu predstavovat’ vplyvy
okolia. Tieto =zatazenia mdézu mat naviac aj
stochasticky charakter. Najmid pri dynamickom
zat'azeni je kI'i€ové poznat’ charakter posobiacich sil,
kedZze zasadnym sposobom ovplyviuju funkciu

zariadeni. Vyznamnym parametrom su prave
frekvencie zatazeni, ktoré vo velkej miere
ovplyviiuji  prevadzku, Zivotnost' a spolahlivost
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strojov a konstrukceii. Z hl'adiska vlastnych frekvencii
je mimoriadne nebezpeény stav rezonancie, ked’ st
budiace frekvencie prili§ blizke vlastnej frekvencii
stroja, ¢o mdze v extrémnych pripadoch viest az k
uplnej destrukceii zariadenia. Z tohto dovodu je preto
dolezité¢ vhodné nastavenie parametrov konstrukcie
tak, aby jej vlastné frekvencie neinterferovali
s frekvenciami budiacich sil [1, 2].

Jednou z moznych metod, ako modifikovat’ vlastné
frekvencie sustavy je pouzitie optimaliza¢nych
algoritmov. Pomocou procesu optimalizécie je mozné



nastavit’ parametre systému tak, aby sa jeho vlastné
frekvencie v dostatocnej miere priblizovali tym
pozadovanym [3]. V pripade inzinierskych aplikacii
je jednym znajcastejSie vyuzivanych algoritmov
modifikovany Simplex, znamy tiez ako algoritmus
Nelder-Mead. Jedna sa o pomerne jednoduchy,
efektivny arobustny algoritmus, schopny néjst
lokdlne minimum cielovej funkcie. Existuje tiez
skupina algoritmov vyuzivajucich hlbsie matematické
zaklady. Tieto algoritmy st zalozené na vypocte, resp.
aproximaciach gradientu cielovej funkcie. Cielova
funkcia predstavuje matematicky popis rieSenej
ulohy, pricom bod, v ktorom tato funkcia nadobuda
minimum zodpoveda optimalnemu stavu, ktorého
dosiahnutie je predmetom optimalizacie. Medzi
zakladné pristupy tu patri napr. metéda najvacsiecho
spadu (SDM), ktord vyuziva numericky vypocet
gradientu v prisluSnom bode cielovej funkcie,
v ktorého smere je nasledne hl'adané nové lokalne
minimum. Avs$ak, v komplexnych aplikaciach, ako
napriklad metoda konecnych prvkov (MKP), mdze
byt vypocet gradientu velmi neefektivny, pricom
naviac mézu mat tieto algoritmy problém
s konvergenciou, ked’ze presnost smeru urceného
gradientom je obmedzend len na blizke okolie
derivovaného bodu [2].

Za ucelom urychlenia konvergencie bola postupne
vyvinuta skupina modifikovanych algoritmov, ktoré
st zname aj ako quasi-Newtonove metody. Medzi tie
najzndmejsie patria algoritmy Davidon-Fletcher-
Powell (DFP) a Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno
(BFGS). Tieto metddy predstavuju modifikaciu SDM,
ktord vyuziva aproximdcie inverzie Hessovej matice
(Hessidnu), t.j. matice druhych parcialnych derivacii
cielovej funkcie, ktora je pocitana v kazdom
iteratnom kroku. Inverzia Hessianu potom sliZzi na
spresnenie smeru vypocitaného gradientu. Tento
pristup spravidla vedie k vyraznému urychleniu
konvergencie [2, 4, 5].

Tato praca sa zaobera porovnanim efektivity metody
SDM a quasi-Newtonovych algoritmov, Specificky
metdd DFP a BFGS. Tieto algoritmy boli aplikované
pri optimalizacii vlastnych frekvencii jednoduchého
mechanizmu s dvoma stupiiami vol'nosti (°V), ktory
bol modelovany ako sustava hmotnych bodov.
Cielom optimalizacie bolo dosiahnut pozadované
vlastné frekvencie mechanizmu, sohladom na
obmedzujuce podmienky kladené na optimalizacné
premenné. Tymito premennymi si materidlovo-
geometrické charakteristiky vybranych komponentov
mechanizmu. V pripade vSetkych pouzitych metod
bola optimalizdcia vykonand opakovane, zo suboru
nahodne generovanych Startovacich bodov, ktoré boli
spolocné pre vSetky algoritmy. Jednotlivé
optimalizacné algoritmy boli naprogramované
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atestované v programe Matlab. Ziskané vysledky
boli nasledne Statisticky spracované a vyuzité pre
porovnanie uvedenych algoritmov.

1 POPIS RIESENEHO PROBLEMU

RieSeny mechanizmus pozostava z kyvadla, ktoré je
uchytené na horizontalnom oscilatore (obr. 1).
Systém je modelovany ako ststava dvoch hmotnych
bodov (P1, P»), s dvoma DOF. Jeho polohu je teda
mozné popisat pomocou dvoch zovSeobecnenych
suradnic, ktoré zodpovedaju posunutiu oscilatora y
avychylke kyvadla ¢. Vtu uvedenom pripade
uvazujeme len s malymi hodnotami zovSeobecnenych
suradnic. Systém teda moéZeme povazovat za
geometricky linearny. Vlastné frekvencie sustavy s
ovplyvnené hmotnost'ami bodov (m1 = 1,25 kg, m> =
2,25 kg), tuhostou pruziny k a dizkou kyvadla /.
Posledné dva parametre slizia ako optimalizacné
premenné, ktorych hodnoty mézu byt volené

vyhradne k €(40; 260) N-m"
ale(0,3;1,9) m. intervaly  definuju

obmedzujuce podmienky kladené na tieto premenné.
RieSeny systém je naviac ovplyvneny tiazovym
zrychlenim g = 9,81 m-s2,

K hUNNNY

z intervalov

Uvedené

Obr. 1. RieSena sustava

V tomto pripade je cielom optimalizacie dosiahnut’
pozadované vlastné frekvencie systému, pomocou
vhodne nastavenych hodndét optimaliza¢nych
premennych, ktoré musia spliat  definované
obmedzujuce podmienky. Vzhladom na to, Zze
mechanizmus je modelovany ako linearny a ma
dva °V, ma tiez prave dve vlastné uhlové frekvencie
w;. Cielom optimalizdcie je, aby boli

hodnoty tychto frekvencii o, =£2 = V10 rad-s' a

@, =0, =170 rad-s™".
Ak zavedieme substitu¢né funkcie X =3 a @ = ¢,

mozeme pohybové rovnice transformovat’ na systém
diferencialnych rovnic prvého radu, v maticovom
tvare:

f=Aaf
kde f =[x ¢ X ®]7, pricom pre maticu 4 plati:

(M



0 0 1 0

0 0 0 1
- — 0 0
A= m m (2)
k - + '
\ (my+my)- g 0 0/
mq -1 my -1

Vlastné uhlové frekvencie systému ziskame rieSenim
nasledujiceho determinantu:

|[A—2A;-1| =0, (3)

kde I oznacuje jednotkovu maticu a A; vlastné Cisla
matice systému (2). Vzhl'adom na to, Ze ide o systém
diferencialnych rovnic prvého radu, plati, ze 1; = w;.
Vdaka jednoduchosti rieSené¢ho systému dokazali
autori najst’ analytické rieSenie pre kvadraty vlastnych
uhlovych frekvencii v tvare:

M-g+k-1)
Y= T
+J(M-g+k-l)2—4-m1-gkz @
- 2-my-l ’
kde M =m; + m, oznaCuje celkova hmotnost

sustavy.

Parametre k, I, pre ktoré budu vlastné uhlové
frekvencie systému dosahovat” pozadované hodnoty
04, 0,, bolo taktiez mozné vyjadrit’ analyticky:

m1'g'(~(2%+9§)i\/5

li,=— . 5
L2 2 my - 0% 02 ®)
L2 0 Ly,+g '

kde:

Q = (my.g)* (9} +33)° - -

—4-my-M-(g- 0 0)%

To znamena, ze vlastné uhlové frekvencie

2, =+v10rad- s tafN, =+/170rad-s~! je mozné
dosiahnut pri [ = 0,853 m a k = 184.741 N-m™1.
Zvysny par rieSeni nie je v sulade s obmedzujicimi
podmienkami.

2 OPTIMALIZACNY PROCES
Cielova funkcia Fy, je na obr. 2 a je definovana, ako:

Fo = Si(@F — ) prei=1,2, ®)
kde w? oznaCuje kvadraty vlastnych uhlovych
frekvencii, zodpovedajucich hodnotam
optimalizacnych ~ premennych,  zvolenych

v danom itera¢nom kroku.

Obmedzujice podmienky boli implementované do
cielovej funkcie prostrednictvom kvadraticke;j
penalizacnej funkcie. Pouzitie kvadratického tvaru
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bolo zvolené na zabezpeCenie hladkej cielovej
funkcie, ¢o predstavuje nevyhnutnu podmienku pre
spravne fungovanie a konvergenciu pouzitych
optimaliza¢nych algoritmov. Tymi st metddy SDM,
DFP aBFGS, pricom metoda SDM sluzila ako
referencna.

Vzhl'adom na to, Ze poloha optima bola urcena
vopred, analyticky, je mozné posudit’ aj presnost
jednotlivych algoritmov. T4 bola posudzovana podla
dosiahnutej hodnoty cielovej funkcie v najdenom
optime (plati, Ze¢ min(F,) = 0). Okrem toho boli
algoritmy porovnané na zaklade poctu iterécit
a celkového casu potrebného pocas optimalizacie.
Kazdy algoritmus bol spusteny 500-krat, vzdy
z iného, ndhodne generovaného, Startovacieho bodu.
Stubor tychto 500 bodov bol spolo¢ny pre vsetky
algoritmy. Ziskané vysledky boli nasledne Statisticky
spracované v programe Matlab. Podarilo sa tak ziskat’
stredné hodnoty asmerodajné odchylky (SO)
sledovanych porovnavacich veli¢in. Ako uz bolo
uvedené, vysledky ziskané pouzitim metody SDM
sluzili ako referencné.

Cielova funkcia
Globalne minimum = 0 pre [0.85; 185]

Hodnoty cielovej funckie

. 15000
13000
11000
9000
7000
5000
3000
1000
9
3 VYSLEDKY

Presnost’ a efektivita skiimanych algoritmov boli
vyhodnocovand na zaklade priemernych hodn6t
cielovej funkcie v ndjdenom optime ana zaklade
poctu iteracii a celkového casu potrebného na
optimalizaciu. Tieto hodnoty, vratane prisluSnych
smerodajnych odchylok a minimalnych
a maximalnych hodnét, si uvedené v tab. 1, priCom
vysledky pre metédu SDM boli zvolené ako
referencné data.

0.3 0.5 0.7 0.8 1

I[m]

Obr. 2. Zobrazenie cielovej funkcie

Na zaklade ziskanych dat je mozné povedat’, Ze quasi-
Newtonove metddy dosahuji vyrazne lepSie vysledky
ako metdda SDM. Toto tvrdenie plati v pripade
rychlosti konvergencie a sucasne aj presnosti. Ako je
mozné vidiet, quasi-Newtonove metody vyzaduju
v priemere zhruba o 90 % menej itera¢nych krokov,
¢oho dosledkom je aj o zhruba 90 % mensi vypoctovy
¢as, v porovnani s metodou SDM. Stcasne je mozné



Tab. 1. Vysledky

Algoritmus SDM* DFP BFGS
Hodnota cieFovej priemer 5,526x10°¢ 6,518x107"! 4,186x1071!
. [(rad-s)*]
funkcie SO 5,892x10° 5,111x1071 1,151x10710
priemer 113,7 10,45 (-90,81 %)* 8,148 (-92,83 %)*
Pocet iteracii [-] max / min 895/5 173 /4 17/4
SO 167,7 15,88 2,495
priemer 160,2 19,54 (-87,80 %)* 15,46 (-90,35 %)*
Celkovy ¢as [ms] max / min 1251/7,189 286,9/6,761 33,50/ 6,324
SO 229,1 27,02 4,938
* Hodnoty pre SDM boli zvolené ako referencné
Najdené body pre SDM x10
184.78 - ]
O Minimum
+ Najdené body 15 -2
184.76 - =
b=
= )
E 10 2
Z 184.74 - s
x 2
o]
[ =
184.72 - 8
o
184.71 I 1 I I I 1 1
852.3 852.5 852.6 852.8 852.9 853.1 853.2 853.4
| [mm]
Najdené body pre DFP x107
184.78 - ]
O Minimum
+ Najdené body 15 .2
184.76 - =
=
Z 184.74 - <
x >
=
184.72 - g
T
184.71 + ] ] i i I |
852.3 852.5 852.6 852.8 852.9 853.1 8563.2
| [mm]
Najdené body pre BFGS x10*
184.78 - I
O Minimum
+ Najdené body 15 o
184.76 - <
=
2
E 10 'g
Z 184.74 %
x S
g
2
184.72 e}
=

184.71 n T I
852.3 852.5 852.6 852.8 852.9 853.1

| [mm]

863.2

853.4

Obr. 3. Vysledky

pozorovat,, Ze hodnoty smerodajnych odchylok poctu
iteracii a vypoétového casu sa pre metddu SDM
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pomerne velké, priCom prekracuju aj prislusné
stredné hodnoty. Tento jav naznaluje, Ze celkova



efektivita metody SDM je vo velkej miere ovplyvnena
vol'bou polohy Startovacieho bodu.

Aj v pripade hodnotenia presnosti dosiahli oba quasi-
Newtonove algoritmy lepSie vysledky ako metoda
SDM. Uvedené porovnanie presnosti je zndzornené na
obr. 3. Algoritmy DFP a BFGS sa pocas rieSenia
dokazali dostat’ blizSie k analyticky uréenému
minimu, ¢o okrem vysledkov uvedenych v tab. 1
dokumentuje aj obr. 3. Ten popisuje rozptyl bodov,
ktoré predstavuji minimé néajdené jednotlivymi
algoritmami, pricom kazdy z tychto bodov zodpoveda
jednému z 500 Startovacich bodov. Na obrazku su
uvedené vyseky cielovej funkcie v blizkom okoli
analyticky ur¢eného minima. Rozptyl bodov pri
quasi-Newtonovych ~ metodach  je v porovnani
s metddou SDM prakticky zanedbatelny. Avsak, aj v
pripade tohto algoritmu boli jednotlivé minima
najdené spomerne velkou presnostou, pricom
rozptyl ziskanych vysledkov nema zasadny vplyv na
vlastné frekvencie optimalizovaného systému.

Pri vzajomnom porovnani quasi-Newtonovych metdd
je mozné vidiet, Ze algoritmus BFGS je mierne
efektivnej$i, ako DFP, ¢o dokumentuje mensSia
stredna hodnota poctu iterdcii a vypoctového casu.
VyznamnejSie rozdiely vSak wvznikaji v pripade
smerodajnych odchylok, ktoré naznacuji mensiu
citlivostou na volbu polohy Startovacieho bodu
v pripade algoritmu BFGS. Z hl'adiska presnosti st
rozdiely medzi metodami DFP a BFGS prakticky
zanedbatelné.

Na zaklade celkovych vysledkov je mozné povedat,
ze quasi-Newtonove metddy umoznuji vyrazny narast
efektivity rieSenia optimalizdcie, v porovnani so
zakladnou metédou SDM.

ZAVER

Tato praca bola venovand porovnaniu efektivity
apresnosti metody SDM  a quasi-Newtonovych
algoritmov DFP a BFGS. Uvedené algoritmy boli
naprogramované v programe Matlab a aplikované pri
optimalizacii parametrov jednoduchého mechanizmu
s dvomi °V, za ucelom jeho spektralneho naladenia.
Pri uvedenych algoritmoch bol skimany pocet
potrebnych iteracii a celkovy vypocétovy cas, ako
parametre charakterizujuce efektivnost’ a
dosiahnuté minimalne hodnoty cielovej funkcie,
ktoré sluzili ako charakteristika presnosti algoritmov.
Uvedené data boli Statisticky spracované v programe
Matlab, pricom vysledné Statistické velic¢iny tvorili
zaklad pre vzajomné porovnanie skumanych
algoritmov.

Z porovnania jednotlivych algoritmov vyplyva, Ze
quasi-Newtonove metody v zasadnej miere presahuju

moznosti zékladnej metody SDM, pricom sa
vyznacuju najmd vysokou efektivitou. Ta je
charakterizovand  vyraznym  poklesom  poctu
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potrebnych iteracii a aj vypoc¢tového ¢asu, pri¢om sa
v priemere jedna o zhruba 90% pokles. DalSou
prednostou algoritmov DFP a BFGS, v porovnani
s metddou SDM, je ich vyrazne nizSia citlivost na
volbu Startovacicho bodu. Prejav nizsej citlivosti je
mozné zaznamenat na zaklade nizkych hodnot
smerodajnych odchylok sledovanych porovnavacich
veli¢in. Rozdiely medzi jednotlivymi algoritmami sa
pozorovatel'né aj pri dosahovanej presnosti, ktora je
viditeI'ne vysSia v pripade quasi-Newtonovych metod.
V tomto pripade vSak narast efektivity predstavuje
vyznamne;jsi jav.

Zo vzidjomného porovnania metdd DFP a BFGS
vychadza, ze druhy uvedeny algoritmus dosahuje
vyssiu efektivitu, avSak len vo velmi obmedzenej
miere. Metdda BFGS sa okrem toho vyznacuje
mensou citlivostou na volbu pociato¢ného bodu,
avsSak opat’ len v pomerne malej miere voc¢i metdde
DFP. 7 Hladiska presnosti su oba algoritmy
navzajom porovnatelné.

Vysledky ukazuju, ze v pripade rozhodovania medzi
gradientnymi  optimalizacnymi algoritmami su
modifikované, quasi-Newtonove metddy podstatne
lepSou volI'bou, nez zakladné metody, ktoré vyuzivaji
len vypocet gradientu, ato najmi vdaka vyrazne
vysSej efektivite, ktora dokdzu dosiahnut’.
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