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Processing technical materials from a mathematical perspective

Abstract: The processing of technical materials is a key process in many industries, such as mechanical
engineering, automotive, aerospace and energy. Mathematical modelling of these processes allows for a better
understanding and optimization of processing techniques, which leads to increased efficiency and product quality.
This article focuses on the application of mathematical methods in the processing of technical materials, including
the analysis of mechanical properties, thermal behaviour and material flow dynamics. Examples from the fields of
forming, welding and casting are presented, demonstrating the importance of mathematical approaches in

improving the quality and efficiency of production.

Keywords: mathematical modelling of materials, physical model, optimization.

UVOD

Matematické modelovanie sa stalo neoddelitelnou
suCastou inzinierskej praxe, najmd v oblasti
spracovania technickych materidlov. Umoziuje
nielen pochopenie zakladnych fyzikalnych procesov,
ale aj predikciu spravania materialov pri réznych
technologickych operaciach. Cielom tohto ¢lanku je
ukézat’, aka je nutnost matematickych vedomosti -
konkrétne derivécii a integralov aj v tejto oblasti a
poskytnut’ prehl'ad o aplikécii matematickych metdd
pri spracovani materialov, s dorazom na ich praktické
vyuzitie a vyhody. Spracovanie technickych
materidlov zahffla rézne procesy ako je tavenie,
lisovanie, kovanie, zvaranie, odlievanie a obrabanie.
Kazdy z tychto procesov ma svoje Specifické
poziadavky na materidlové vlastnosti, tepelné
spravanie a mechanické zatazenie. Matematika
poskytuje nastroje na modelovanie tychto procesov,
analyzu dat, ¢o je nevyhnutné pre optimalizaciu
vyrobnych  technik, predpovedanie spravania
materialov a zlepSenie kvality kone¢nych vyrobkov.

1 MECHANICKE VLASTNOSTI
MATERIALOV

Pre pochopenie spravania materidlov pocas ich
spracovania su kluCové mechanické vlastnosti
materialov. Medzi tieto vlastnosti patria pevnost,
tvrdost, pruznost’ a elasticita. Tieto vlastnosti mozu
byt modelované pomocou réznych matematickych
pristupov.

Pri skaSani vlastnosti kovovych materialov dochadza
pocas namahania skuSobného telesa spravidla najskor
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k elastickej deformacii, potom k plastickej
deformacii, po ktorej nasleduje lom.

Elasticke spravanie sa popisuje Hookovym zdakonom.
Hookov zdkon je vhodny v pripadoch:

e malych elastickych  deformacii: ked s
deformacie dostato¢ne malé, aby sa material
spraval elasticky a vratil sa do pévodného stavu
po odstraneni zat’aZenia,

o linearnej  zavislosti medzi  napdtim a
deformaciou: pre materidly, ktoré vykazuju
linearnu zavislost’ medzi napdtim a relativnym
predlzenim (deformaciou),

o jednoduchych geometrickych tvarov: pri analyze
jednoduchych tvarov, ako st pruty alebo tyce,

kde je mozné predpokladat rovnomerné
rozloZenie napitia a deformacie:
oc=FE-¢, 1)

kde o je napitie,
E je modul pruznosti,
¢ je deformacia.

Tento vztah je zakladom pre analyzu mechanického
spravania materialov pri tahu alebo tlaku, plati len pre
pruzné deformacie a je aplikovatelny do tzv. meze
umernosti, kde material este nepresiel do plastickej
oblasti.

1.1 Plastické spravanie

Pri analyze deformacii materidlov v technickych
aplikaciach sa Casto pouzivaji tenzory deformaécie,
ktoré umoznuji kvantifikovat zmeny v tvare a



vel'kosti materialu. Tieto tenzory sa transformuju
medzi réznymi referenénymi ramcami pomocou
$pecifickych pravidiel.

Tenzor deformdcie je vhodny v pripadoch:

o velkych deformacii, ak st deformacie dostatocne
velké, ze linearne aproximacie (ako Hookov
zdakom) uz nie su presné,

e nelinearneho  spravania  materialu,  pri
materialoch, ktoré vykazuji nelinearnu zavislost’
medzi napitim a deformaciou,

o zlozZitejsich geometrickych tvarov, pri analyze
zlozitejSich tvarov a Struktur, kde je potrebné
presne modelovat rozloZenie napitia a
deformacie v ré6znych smeroch.

Deformacny gradient F je zakladny tenzor, ktory
popisuje, ako sa meni pozicia bodu v materiali pocas
deformacie. Je definovany ako gradient mapovania
medzi pociato¢nou (referencnou) konfiguraciou X a
aktualnou (deformovanou) konfiguraciou x:

=X

ox @
Tento tenzor je druhého radu a obsahuje informacie o
roztahovani a rotacii materialu. Jeho determinant
det(F) udava zmenu objemu elementu objemu pocas
deformacie. Deformaény gradient moéze byt
rozlozeny pomocou polarnej dekompozicie na rotaciu
R a pravy tenzor rozt'ahovania U:

F=R-U, 3
kde R je ortogonalny tenzor reprezentujuci rotaciu,

U je pozitivne definitny tenzor reprezentujuci
Cisté roztahovanie.

1.2 Tenzor deformacie (Strain Tensor)

Tenzory deformacie sa pouzivaju v mechanike
kontinua na matematické opisanie deformacie telesa v
priestore. Tenzor deformacie je druhého radu tenzor,
ktory popisuje zmeny Vv tvare materialu bez
zohl'adnenia rotacie. Pre malé deformacie sa pouziva

infinitesimalny tenzor deformécie ¢, ktory je
symetricky a definovany ako:
1
e=—-(F"-F-1I), 4
L ) @

kde I je identitny tenzor.

Tento tenzor obsahuje informacie o normalnych a
Smykovych deformaciach materialu. Pre véacSie
deformacie sa pouziva Green-Lagrangeov tenzor
deformacie E, ktory je definovany ako:,

1

E=§-(FT-F—I), (5)

Tento tenzor je tiez symetricky a poskytuje presne;jsi
popis deformacii pri vac¢sich zmenach tvaru.
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1.3 Transformacia tenzorov deformacie

Pri zmene referencného ramca sa tenzory deformacie
transformuju podla pravidla:

&=R"-&R,
kde R je rotacny tenzor,

(6)

¢ je tenzor deforméacie v pévodnom ramci,
&' je tenzor deformacie v novom ramci.

Toto pravidlo zabezpeCuje, ze fyzikalne vlastnosti
materidlu  zostavaji  nezmenené pri  zmene
referencného ramca.

2 PRIKLAD POUZITIA HOOKOVHO
ZAKONA PRI CNC OBRABANI
OCELOVYCH DIELOV

CNC obrabanie (frézovanie) na vyrobu presnych
mechanickych suciastok. Ak pouzijeme ako material
ocel’ s vysokou pevnost'ou (napr. 42CrMo4) a chceme
dosiahnut’ pozadovant presnost’ a kvalitu povrchu pri
minimalizacii deformacii.

2.1 Aplikacia Hookovho ziakona

Pomocou Hookovho zdakona (pretoze sa predpoklada
linearna zavislost medzi napédtim a deformaciou)
moézeme odhadnut’, ako sa material bude spravat’ pri
poOsobeni reznej sily, o umoznuje nastavit’ optimalne
parametre obrabania (rychlost posuvu, rezné
rychlosti).

3 PRiKLAp POUZITIAITENZORA
DEFORMACIE NA TVARNENIE
HLINIKOVYCH PLECHOV

Hlinikovy plech (napr. EN AW-1050), chceme pouzit’
na vyrobu automobilovych karosarskych dielov, ¢o
dosiahneme hlbokym tahanim. Chceme dosiahnut’
pozadovany tvar bez vzniku trhlin a s rovnomernym
rozlozenim hribky plechu.

3.1 Aplikacia tenzora deformacie

Pri velkych deformaciach je potrebné zohladnit
nelinedrne spradvanie materidlu. Tenzor deformécie
umoziuje analyzovat zmeny v tvare a objeme
materialu v r6znych bodoch plechu pocas procesu, ¢o
pomaha optimalizovat parametre tvarnenia a
predchadzat’ defektom.

4 TEPELNE SPRAVANIE MATERIALOV

Tepelné spravanie materidlov pocCas spracovania je
ovplyvnené procesnymi parametrami, ako je rychlost
ohrevu, chladenia a tepelné vlastnosti materialu.
Napriklad pri tepelnom spracovani kovov je dolezité
riadit’ teplotu a cas ohrevu, aby sa dosiahli
pozadované mechanické vlastnosti materialu.
Matematické modely umoznuji simulovat’ teplotné
rozdelenie v materidli poCas ohrevu a chladenia.



Jednym z pouzivanych vzorcov je Fourierova rovnice
tepelnej vodivosti, ktora popisuje distribuciu teploty v
materiali:
or
ot
kde T je teplota,
t je Cas,

a-V*-T, @)

o je tepelna difuznost’,
V?.T je Laplaceov operator.

Riesenim tejto rovnice pomocou numerickych metod,

ako je:

1. Metoda konecnych prvkov (FEM), mdzeme
ziskat teplotné pole v materiali pocas
spracovania.

2. Metoda Monte Carlo - aplikuje sa na simulaciu
nadhodnych procesov, ako je Sirenie tepla v
materialoch s nehomogénnou Struktarou.

4.1. Priklad 1

Pri ohreve ocel'ového plechu s pociato¢nou teplotou
20°C na 900°C pocas 30 minut moéZeme pomocou
FEM simulacie ziskat’ teplotné rozdelenie v materiali
a ur¢it’ optimalny ¢as a teplotu ohrevu pre dosiahnutie
pozadovanych mechanickych vlastnosti.

4.2 Dynamika materialovych tokov

Dynamika materialovych tokov je k'a¢ovym prvkom
v optimalizacii vyrobnych a logistickych procesov. Je
dolezita pri procesoch, ako je odlievanie, kovacske
formovanie a tvarnenie ale taktiez je dodlezita aj v
oblastiach ako su logistika a zasobovanie.
Matematické modelovanie tychto tokov umoziuje
efektivne riadenie zasob, minimalizaciu nakladov a
zlepsenie celkovej vykonnosti systému. Na jej
analyzu sa vyuZzivaju rézne matematické modely a
rovnice, ktoré popisuji spravanie materidlov v
systémoch. V tomto kontexte sa casto vyuzivaji
metddy ako analyza materidlovych tokov (MFA),

metoda  konecnych prvkov (FEM) a metdda
diskrétnych prvkov (DEM).
Patria tu:

Navier-Stokesove rovnice su zdkladnymi rovnicami
popisujucimi pohyb tekutin. St odvodené z principov
zachovania hmoty a hybnosti a st zdkladom pre
analyzu dynamiky tekutin v réznych oblastiach, ako
je inzinierstvo, fyzika a meteorologia.

Na modelovanie pridenia materidlov, ako su
kvapaliny a plyny, sa pouzivaju zakladné rovnice
mechaniky kontinua (zdkladné rovnice Navier-
Stokesovej sustavy):

(a) rovnice kontinuity (zachovanie hmoty):

V-u=0. ®
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Pre nekompresibilnu tekutinu (konstantna hustota p)
st Navier-Stokesove rovnice vyjadrené nasledovne:

b) rovnice hybnosti (zachovanie hybnosti):

Navier-Stokesove  rovmice pre popis pohybu

viskéznych tekutin:

p-(?+v-Vv)=—Vp+,u-V2v+f, )
"

kde p hustota tekutiny,
v je rychlostny vektor,
Vp je gradient tlaku,
1 je dynamicka viskozita,
st vonkajsie sily (napr. gravitacna sila).
Odvodenie tychto rovnic vychadza z aplikacie

zakladnych principov mechaniky na maly objem
tekutiny:

e zachovanie hmoty: zabezpeCuje, ze hmotnost’
tekutiny sa nestrdca ani nevytvara Vv
kontrolovanom objeme.

e zachovanie hybnosti: vyjadruje rovnovahu medzi
silami pdsobiacimi na tekutinu a zmenou jej
hybnosti.

e zachovanie energie. zohl'adnuje prenos tepla a
pracu vykonanu na tekutine.

Tieto principy vedi k formulacii rovnic, ktoré
popisuji  dynamiku tekutiny s ohladom na jej
rychlost, tlak, viskozitu a vonkajsie sily a pouzivaji
sa na modelovanie pradenia tekutin v rdéznych
aplikaciach, ako je prenos tepla (navrhovanie
efektivnych dopravnych systémov, ako st potrubia a
ventilatné systémy), pri navrhu dizajnu lietadiel a
analyzu aeodynamiky. V praxi sa matematické
modely materidlovych tokov vyuzivaju v rdznych
oblastiach, a to:
e Vo vyrobe: optimalizidcia vyrobnych liniek a
procesov na zaklade analyzy materidlovych
tokov,

o v logistike: efektivne riadenie skladovania a
distriblcie materidlov.

5 APL,IKACIE MATEMATICK)?CH
METOD V TECHNOLOGICKYCH
PROCESOCH

Matematické rovnice st neoddelitelnou sucastou
analyzy a optimalizicie procesov tvarnenia, zvarania
a odlievania technickych materidlov. Umoziuju
inZinierom a technolégom modelovat’ spravanie
materidlov pri réznych podmienkach, ¢o vedie k
efektivnejSiemu a kvalitnejSiemu spracovaniu.

5.1 Tvarnenie materialov

Pri tvarneni materialov je dolezité pochopit’ spravanie
materialu pri deformdcii. Matematické modely
umoziiuju simulovat’ procesy ako je tahanie alebo



lisovanie, ¢o vedie k optimalizacii parametrov a
zlepseniu kvality vyrobkov.

5.1.1 Rovnica pre vypocet sily potrebnej
na ohybanie

Pri ohybani plechov sa pouziva empiricka rovnica na
vypocet potrebnej ohybovej sily:
k-Y-L-t°
_ 10
5 (10)
kde P je ohybova sila [N],
k je empiricky koeficient zavisly od typu
nastroja,

P=

Y je medza klzu materialu [MPa],
L je dizka ohybu [mm],

t je hriibka plechu [mm)],

D je polomer ohybu [mm].

5.1.2 Priklad 2

Pre material s medzou klzu 500 MPa, dizkou ohybu
400 mm, hrabkou plechu 2,5 mm a polomerom ohybu
25 mm, s koeficientom k£ = 1,3, sa ohybova sila
vypocita z rovnice (10) ako:

p_ 1:3:500-400-(2,5)
- 25

=65kN.

5.3 Zvaranie

Numerické modelovanie zvaracich procesov, ako je
zvaranie trenim, umoznuje analyzovat tepelné a
mechanické Ucinky pocas zvérania. Tieto modely
pomdhaju  predchadzat’ defektom a zlepSovat
mechanické vlastnosti zvaranych spojov .

5.3.1 Vypocet energie potrebnej na zvaranie
Pri zvéarani je doélezité vypocitat’ mnozstvo energie
potrebnej na roztavenie materidlu. Pouziva sa rovnica:
E=p-V-AT, (11)
kde E je potrebnd energia [J],

p je hustota materialu [kg-m®],

V' je objem roztaveného materidlu [m?],

AT je rozdiel medzi teplotou tavenia a teplotou
zvarania [K].

5.3.2 Priklad 3

Pre ocelovi dosku s hustotou p=7850kgm?
objemom FV=0,01m* a teplotnym rozdielom
AT =1500 K, sa energia vypocita pouzitim rovnice
11):

E=7850-0,01-1500=11775017 . a1

5.3 Odlievanie

Pri odlievani kovov je dolezit¢é modelovat tok
tekutého kovu a jeho tuhnutie. Matematické modely,
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vratane  magnetohydrodynamickych  simulécii,
umoznujui optimalizovat’ procesy ako je odlievanie do
elektromagnetickych foriem, ¢o vedie k zlepSeniu
kvality odliatkov. Pri odlievani zliatin sa pouziva
Scheil-Gulliverova rovnica:

C = Co 'kail >

kde C; je koncentracia v kvapalnej faze,

(12)

Cy je pocCiato¢na koncentracia,
f1 je frakcia kvapalnej fazy,
k je distribuény koeficient.
Rovnica (12) umoznuje predpovedat zlozenie
kvapalnej a tuhej fazy pocas tuhnutia zliatiny, ¢o je
klaicové pre kontrolu kvality odliatkov a
predchadzanie defektom ako je segregacia.

5.4 Rezanie kovov

Pri rezani kovov je potrebné modelovat’ interakciu
medzi reznym nastrojom a materillom. Pomocou
FEM mo6zZeme analyzovat rozdelenie napéti a teplot v
reznej zone. Rovnice, ktoré popisuju tento proces,
zahinaju:

e Navier-Stokesove rovnice pre prudenie tekutin,

e Fourierov zdakon pre prenos tepla,

e Newtonov zdkon pre popis pohybu rezného
nastroja.

Matematika, jej zakladné znalosti ako napr. aj
derivacie a integraly su dolezitymi nastrojmi a
zohravaji v oblasti spracovania technickych
materialov kI"a¢ovu tlohu pri analyze, optimalizacii a
predikcii spravania materidlov pocas vyrobnych
procesov. Tieto ndstroje umoziluju inzinierom a
technolégom modelovat’ a riadit’ zlozité procesy, ¢o
vedie k efektivnejSiemu vyuzivaniu zdrojov,
zlepSeniu kvality vyrobkov a zniZeniu ndkladov.

5.5 Aplikacie derivacii a integralov
v spracovani materialov

5.5.1 Analyza teplotnych poli a prenosu tepla

Pri procesoch ako tavenie, kalenie alebo zvaranie je
dolezité pochopit, ako sa teplota meni v Case a
priestore. Pomocou parcidlnych derivicii mdzeme
modelovat’ tepelné vedenie a prenos tepla v
materidloch, ¢o umoziuje optimalizovat’ parametre
procesov a zabranit' neziaducim zmendm Struktiry
materialu.

5.5.2 Modelovanie mechanickych vlastnosti materidlov
Derivacie sa pouZzivaju na analyzu napéti a deformacii
v materialoch. Napriklad, pomocou Hookovho zdkona
sa da vyjadrit’ vztah medzi napitim a deformaciou v
elastickych materialoch, ¢o je zdkladom pre navrh a
analyzu konstruk¢énych prvkov.



5.5.3 Optimalizacia vyrobnych procesov

Integraly sa pouzivaju na vypocet veli¢in ako su
celkova spotreba energie alebo hmotnosti pocas
vyrobného procesu. Tieto informacie st nevyhnutné
pre optimalizaciu procesov, znizenie nakladov a
minimalizaciu environmentalneho dopadu vyroby.

5.5.4 Simulacia a analyza dynamickych systémov

Pri analyze dynamickych systémov, ako je prudenie
tekutin v potrubiach alebo spravanie sa materialov pri
roznych zatazeniach, sa vyuZivaju diferencidlne
rovnice. Tieto rovnice umoziuju predpovedat’
spravanie systému v Case a optimalizovat’ jeho vykon.

ZAVER

Matematické rovnice poskytuju neocenitel'né nastroje
na analyzu a optimalizaciu procesov spracovania
materialov. Ich aplikacia vedie k zlepSeniu kvality
vyrobkov, zvySeniu efektivity vyroby a zniZeniu
nakladov. Preto je ich znalost a spravne vyuZzitie
nevyhnutné i pre inZinierov a technolégov v oblasti
spracovania materialov.
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